XLIIT MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE

Eliminacje rejonowe

Czas trwania zawodow: 150 minut

Kazdy uczen rozwiazuje dwadziescia cztery zadania testowe, w ktérych podano zalozenia
oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sie) warianty tezy. Nalezy rozstrzygnaé¢ prawdziwosé
kazdego z wariantéw, wpisujac stowo TAK lub NIE w miejscu zaznaczonym kropkami.

1. Dana jest liczba postaci w = 0, (abc)... (okresowy utamek dziesietny). Wtedy
.......... istnieja takie a, b, c, ze w nie jest liczba wymierna
.......... istnieja takie a,b,c, ze w =1
.......... istnieja takie a, b, ¢ nie wszystkie rowne 0, ze w < 0,001

2. Rozwazmy réwnanie 22 4+ ax +4 = 0. Wowczas istnieje taka liczba rzeczywista a, ze
réwnanie to ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x1, xo spelniajace warunek

.......... T1To < T1 + X2
.......... T1Tg > T1 + 21
.......... T1Tg = T1 + X2

3. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnos¢

4. Dla pewnej liczby calkowitej a réwnanie 23 — 222 + az + 2 = 0 ma

.......... dokladnie jeden pierwiastek catkowity
.......... doktadnie dwa rézne pierwiastki catkowite
.......... dokladnie trzy rézne pierwiastki catkowite

5. Prosta o réwnaniu ax+ by = ¢ ma punkty wspdlne tylko z jedng osia wspétrzednych. Wtedy

6. Punkt, ktérego obie wspdhrzedne (w prostokatnym uktadzie wspéhrzednych) sa liczbami
catkowitymi nazywamy punktem kratowym. Prosta o réwnaniu 192+ 15y = 1 przechodzi przez

.......... co najmniej jeden punkt kratowy
.......... co najwyzej skonczona iloé¢ punktéow kratowych
.......... nieskonczenie wiele punktéow kratowych



7. Jezeli uklad réwnan
{ axr+by=c
de+ey=f
jest speliony przez wspéhrzedne punktéw A = (x1,1y1), B = (22,y2) 1 C = (23, y3), ktére nie
leza na jednej prostej, to

.......... a=e=f
.......... a = 2d,16b =¢e,84c = 85f i a = 2002¢
.......... ae # bd
37
8. Funkcja f okreslona wzorem f(z) = T E dla tylko
1’ _

.......... pieciu wartosci caltkowitych x przyjmuje wartosci catkowite
.......... osmiu wartosci catkowitych x przyjmuje wartosci catkowite
.......... szesnastu wartosci catkowitych x przyjmuje wartosci catkowite

9. W tréjkat o bokach dlugosci a, b, c wpisano okrag, a nastepnie poprowadzono styczna do
tego okregu rownolegla do boku o dlugosci ¢ i nie zawierajaca tego boku. Wtedy dlugosé
odcinka bedacego czescia wspdlna poprowadzonej stycznej i wnetrza trojkata jest rowna
a(b+c—a)
.......... m

c(a+b—c)
.......... Tatbic

b(a+c—0b)
.......... Tatbic

10. W tréjkacie prostokatnym suma kwadratéw dhugosci srodkowych opuszczonych na obie
przyprostokatne

.......... jest rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokatne;j
.......... stanowi % kwadratu diugosci przeciwprostokatne;j

.......... stanowi % kwadratu diugosci przeciwprostokatne;j

11. Wielomian W (X) = X209 + X — 1 ma

.......... jedno miejsce zerowe bedace liczba wymierna,
.......... co najmniej dwa miejsca zerowe bedace liczbami rzeczywistymi niewymiernymi
.......... tylko jedno miejsce zerowe bedace liczba niewymierna dodatnia,

12. Reszta z dzielenia liczby 4'°° 4 3195 przez 5 wynosi

13. Niech dane beda liczby naturalne p,q € N. Niech a(p,q) = 0,e162¢3... bedzie liczba
zapisang w systemie dziesietnym, ktorej cyfra e, k = 1,2,3,..., jest reszta z dzielenia liczby
k? + pk + q przez 10. Wéwczas

.......... réznych liczb postaci a(p, ¢) jest nie wiecej niz 10

.......... niektoére z liczb a(p, q) sa liczbami wymiernymi

.......... istnieja takie p,q € N, ze g9 = €19 = 0.



14. Niech funkcja f : R — R bedzie dana wzorem

flz)=Va? -4z +5— a2 —4dx+4.

Wéwezas

.......... réwnanie f(z) = 1 ma dokladnie jedno rozwiazanie
.......... réwnanie f(z) = 2 ma dwa rozwigzania
.......... réwnanie 1000f(x) = 1 ma dokladnie jedno rozwiazanie dodatnie

15. Czworoscian foremny

.......... nie ma plaszczyzny symetrii
.......... nie ma osi symetrii
.......... nie ma srodka symetrii

16. Pasem nazywamy czes¢ plaszczyzny zawarta miedzy dwiema réwnoleglymi prostymi.

Niech A bedzie wykresem funkcji f : (=%, 5) — R danej wzorem f(z) =tgz. Wowczas

.......... A zawiera sie w pewnym pasie o szerokosci m
.......... istnieje pas o szerokosci mniejszej niz w zawierajacy A
.......... jezeli pas jest réwnolegly do osi rzednych i zawiera A, to jego szeroko$é¢ jest >

17. Wielomian W(X) ma doktadnie jeden pierwiastek i wielomian W (X) + 2 ma réwniez
dokladnie jeden pierwiastek. Wowczas

.......... wielomian W (X) 4 1 ma dokladnie jeden pierwiastek
.......... wielomian W (X) jest stopnia nieparzystego
.......... wielomian W (X) + 2002 moze mie¢ dokladnie trzy pierwiastki

18. Wykres funkcji kwadratowej f(z) = ax? + bz + ¢ przechodzi przez punkty (1,2),(2,3) i
(3,8). Wtedy

.......... wspotczynniki a, b, ¢ sa liczbami wymiernymi

.......... wykres ten ma z prosta y = 1 dokladnie jeden punkt wspdlny

.......... wykres ten ma z prosta x = 2002 dokladnie jeden punkt wspdlny

19. Liczba (%) 100

.......... ma w zapisie dziesietnym co najmniej 3 zera tuz po przecinku
.......... ma w zapisie dziesietnym co najmniej 20 zer tuz po przecinku
.......... jest wieksza od 1

20. Dane sa nastepujace podzbiory plaszczyzny
A={(z,y) :2® +y* <1}, B={(x,y):z*+9* <1}

Wéwezas

.......... A jest podzbiorem B
.......... cze$¢ wspolna A N B jest zbiorem wypuklym
.......... suma A U B jest zbiorem wypuklym



21. Funkcje ss, sc, cs, cc : R — R dane sa wzorami
ss(x) = sin(sinz), sc(z) =sin(cosx), cs(z) = cos(sinz), cc(xz) = cos(cos ).
Wéwezas

.......... doktadnie dwie z tych funkcji sa funkcjami nieparzystymi
.......... dokladnie trzy z nich maja okres réwny m
.......... dla wszystkich x € R zachodzi nieréwnosé |ss(z)| < 1

22. Wielomian W (X) ma te wlasnosé, ze funkcja f : R — R dana wzorem
fl@)=W(z+1) - W)

dla zadnego x nie przyjmuje wartosci rownej zero. Wowczas

.......... stopiert wielomianu W (X) jest liczba parzysta
.......... wielomian W (X) nie ma pierwiastkéw
.......... jezeli wielomian W (X)) nie ma pierwiastkéw, to dla kazdej liczby rzeczywistej x

zachodzi réwnos¢ W (z) =

23. Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym. Wéwczas

.......... ciag (¢,) dany przez ¢, = a2,, — a2 dlan =1,2,... jest clagiem arytmetycznym
.......... ciag (d,) dany przez d,, = 3asa, jest ciagiem arytmetycznym
.......... srednia arytmetyczna wyrazéw ars, azs, ..., Q2002 WYNOsi aio37

24. Niech A oznacza zbiér wszystkich liczb osmiocyfrowych, do zapisu ktérych w systemie
dziewiatkowym uzyto wylacznie cyfr 1, 4. Wowczas
.......... zbiér A ma dokladnie 28 elementéw

.......... dokladnie 27 liczb ze zbioru A to liczby parzyste
.......... dokladnie 16 liczb ze zbioru A to liczby podzielne przez 9



XLIITI MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE

Zadania finalowe
1. Hoczyn pewnych trzech (dodatnich) liczb pierwszych réwna sie ich pieciokrotnej sumie.
Wyznacz wszystkie trgjki takich liczb pierwszych.
2. Udowodni¢, ze dla dowolnej = € R zachodzi nier6wnos¢
|sinz| + 2|sin(x 4+ 1)| + 3| sin(z + 2)| + 4| sin(z + 3)| + 5| sin(x + 4)| > 6sin 1.
Rozstrzygnaé, dla jakich x € R zachodzi réwnos¢.

3. Niech punkty S, T, U, W leza na kolejnych bokach kwadratu jednostkowego. Dowies¢,
ze obwéd czworokata STUW jest > 2v/2. Rozstrzygnaé, kiedy zachodzi réwnosé.

4. Na ile sposobo6w mozna tak rozda¢ oSmiu uczniom nalezace do nich legitymacje, aby
kazdy z nich dostal jedng legitymacje i zaden nie dostat swojej?

Uwagi.

1. Czas trwania zawodéw 180 minut.

2. Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na osobnej kartce.
3. Nie wolno korzystaé¢ z kalkulatorow.



