
XLIII MIE↪DZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE

Eliminacje rejonowe

Czas trwania zawodów: 150 minut

Każdy uczeń rozwia↪zuje dwadzieścia cztery zadania testowe, w których podano zaÃlożenia
oraz trzy (niekoniecznie wykluczaja↪ce sie↪) warianty tezy. Należy rozstrzygna↪́c prawdziwość
każdego z wariantów, wpisuja↪c sÃlowo TAK lub NIE w miejscu zaznaczonym kropkami.

1. Dana jest liczba postaci w = 0, (abc)... (okresowy uÃlamek dziesie↪tny). Wtedy

.......... istnieja↪ takie a, b, c, że w nie jest liczba↪ wymierna↪

.......... istnieja↪ takie a, b, c, że w = 1

.......... istnieja↪ takie a, b, c nie wszystkie równe 0, że w < 0, 001

2. Rozważmy równanie x2 + ax + 4 = 0. Wówczas istnieje taka liczba rzeczywista a, że
równanie to ma dwa różne pierwiastki rzeczywiste x1, x2 speÃlniaja↪ce warunek

.......... x1x2 < x1 + x2

.......... x1x2 > x1 + x1

.......... x1x2 = x1 + x2

3. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nierówność

.......... x2 − x + 1
2 > 0

.......... x4 − x2 + 1
2 > 0

.......... x4 − x + 1 > 0

4. Dla pewnej liczby caÃlkowitej a równanie x3 − 2x2 + ax + 2 = 0 ma

.......... dokÃladnie jeden pierwiastek caÃlkowity

.......... dokÃladnie dwa różne pierwiastki caÃlkowite

.......... dokÃladnie trzy różne pierwiastki caÃlkowite

5. Prosta o równaniu ax+by = c ma punkty wspólne tylko z jedna↪ osia↪ wspóÃlrze↪dnych. Wtedy

.......... ab 6= c

.......... ac 6= bc

.......... abc = 0

6. Punkt, którego obie wspóÃlrze↪dne (w prostoka↪tnym ukÃladzie wspóÃlrze↪dnych) sa↪ liczbami
caÃlkowitymi nazywamy punktem kratowym. Prosta o równaniu 19x+15y = 1 przechodzi przez

.......... co najmniej jeden punkt kratowy

.......... co najwyżej skończona↪ ilość punktów kratowych

.......... nieskończenie wiele punktów kratowych



7. Jeżeli ukÃlad równań {
ax + by = c

dx + ey = f

jest speÃlniony przez wspóÃlrze↪dne punktów A = (x1, y1), B = (x2, y2) i C = (x3, y3), które nie
leża↪ na jednej prostej, to

.......... a = e = f

.......... a = 2d, 16b = e, 84c = 85f i a = 2002e

.......... ae 6= bd

8. Funkcja f określona wzorem f(x) =
x + 37
x− 5

dla tylko

.......... pie↪ciu wartości caÃlkowitych x przyjmuje wartości caÃlkowite

.......... ośmiu wartości caÃlkowitych x przyjmuje wartości caÃlkowite

.......... szesnastu wartości caÃlkowitych x przyjmuje wartości caÃlkowite

9. W trójka↪t o bokach dÃlugości a, b, c wpisano okra↪g, a naste↪pnie poprowadzono styczna↪ do
tego okre↪gu równolegÃla↪ do boku o dÃlugości c i nie zawieraja↪ca↪ tego boku. Wtedy dÃlugość
odcinka be↪da↪cego cze↪́scia↪ wspólna↪ poprowadzonej stycznej i wne↪trza trójka↪ta jest równa

.......... a(b+c−a)
a+b+c

.......... c(a+b−c)
a+b+c

.......... b(a+c−b)
a+b+c

10. W trójka↪cie prostoka↪tnym suma kwadratów dÃlugości środkowych opuszczonych na obie
przyprostoka↪tne

.......... jest równa kwadratowi dÃlugości przeciwprostoka↪tnej

.......... stanowi 3
4 kwadratu dÃlugości przeciwprostoka↪tnej

.......... stanowi 5
4 kwadratu dÃlugości przeciwprostoka↪tnej

11. Wielomian W (X) = X2003 + X − 1 ma

.......... jedno miejsce zerowe be↪da↪ce liczba↪ wymierna↪

.......... co najmniej dwa miejsca zerowe be↪da↪ce liczbami rzeczywistymi niewymiernymi

.......... tylko jedno miejsce zerowe be↪da↪ce liczba↪ niewymierna↪ dodatnia↪

12. Reszta z dzielenia liczby 4105 + 3105 przez 5 wynosi

.......... 4

.......... 3

.......... 2

13. Niech dane be↪da↪ liczby naturalne p, q ∈ N. Niech α(p, q) = 0, ε1ε2ε3 . . . be↪dzie liczba↪
zapisana↪ w systemie dziesie↪tnym, której cyfra εk, k = 1, 2, 3, . . . , jest reszta↪ z dzielenia liczby
k2 + pk + q przez 10. Wówczas

.......... różnych liczb postaci α(p, q) jest nie wie↪cej niż 10

.......... niektóre z liczb α(p, q) sa↪ liczbami wymiernymi

.......... istnieja↪ takie p, q ∈ N, że ε9 = ε10 = 0.



14. Niech funkcja f : R→ R be↪dzie dana wzorem

f(x) =
√

x2 − 4x + 5−
√

x2 − 4x + 4.

Wówczas

.......... równanie f(x) = 1 ma dokÃladnie jedno rozwia↪zanie

.......... równanie f(x) = 2 ma dwa rozwia↪zania

.......... równanie 1000f(x) = 1 ma dokÃladnie jedno rozwia↪zanie dodatnie

15. Czworościan foremny

.......... nie ma pÃlaszczyzny symetrii

.......... nie ma osi symetrii

.......... nie ma środka symetrii

16. Pasem nazywamy cze↪́sć pÃlaszczyzny zawarta↪ mie↪dzy dwiema równolegÃlymi prostymi.
Niech A be↪dzie wykresem funkcji f : (−π

2 , π
2 ) → R danej wzorem f(x) =tgx. Wówczas

.......... A zawiera sie↪ w pewnym pasie o szerokości π

.......... istnieje pas o szerokości mniejszej niż π zawieraja↪cy A

.......... jeżeli pas jest równolegÃly do osi rze↪dnych i zawiera A, to jego szerokość jest ≥ π

17. Wielomian W (X) ma dokÃladnie jeden pierwiastek i wielomian W (X) + 2 ma również
dokÃladnie jeden pierwiastek. Wówczas

.......... wielomian W (X) + 1 ma dokÃladnie jeden pierwiastek

.......... wielomian W (X) jest stopnia nieparzystego

.......... wielomian W (X) + 2002 może mieć dokÃladnie trzy pierwiastki

18. Wykres funkcji kwadratowej f(x) = ax2 + bx + c przechodzi przez punkty (1, 2), (2, 3) i
(3, 8). Wtedy

.......... wspóÃlczynniki a, b, c sa↪ liczbami wymiernymi

.......... wykres ten ma z prosta↪ y = 1 dokÃladnie jeden punkt wspólny

.......... wykres ten ma z prosta↪ x = 2002 dokÃladnie jeden punkt wspólny

19. Liczba
(

4
5

)100

.......... ma w zapisie dziesie↪tnym co najmniej 3 zera tuż po przecinku

.......... ma w zapisie dziesie↪tnym co najmniej 20 zer tuż po przecinku

.......... jest wie↪ksza od 1

20. Dane sa↪ naste↪puja↪ce podzbiory pÃlaszczyzny

A = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}, B = {(x, y) : x4 + y4 ≤ 1}.

Wówczas

.......... A jest podzbiorem B

.......... cze↪́sć wspólna A ∩ B jest zbiorem wypukÃlym

.......... suma A ∪ B jest zbiorem wypukÃlym



21. Funkcje ss, sc, cs, cc : R→ R dane sa↪ wzorami

ss(x) = sin(sin x), sc(x) = sin(cos x), cs(x) = cos(sin x), cc(x) = cos(cos x).

Wówczas
.......... dokÃladnie dwie z tych funkcji sa↪ funkcjami nieparzystymi
.......... dokÃladnie trzy z nich maja↪ okres równy π
.......... dla wszystkich x ∈ R zachodzi nierówność |ss(x)| < 1

22. Wielomian W (X) ma te↪ wÃlasność, że funkcja f : R→ R dana wzorem

f(x) = W (x + 1)−W (x)

dla żadnego x nie przyjmuje wartości równej zero. Wówczas
.......... stopień wielomianu W (X) jest liczba↪ parzysta↪
.......... wielomian W (X) nie ma pierwiastków
.......... jeżeli wielomian W (X) nie ma pierwiastków, to dla każdej liczby rzeczywistej x

zachodzi równość W (x) = W (x)
|W (x)|

23. Cia↪g (an) jest cia↪giem arytmetycznym. Wówczas
.......... cia↪g (cn) dany przez cn = a2

n+2 − a2
n dla n = 1, 2, . . . jest cia↪giem arytmetycznym

.......... cia↪g (dn) dany przez dn = 3a2n jest cia↪giem arytmetycznym

.......... średnia arytmetyczna wyrazów a72, a73, . . . , a2002 wynosi a1037

24. Niech A oznacza zbiór wszystkich liczb ośmiocyfrowych, do zapisu których w systemie
dziewia↪tkowym użyto wyÃla↪cznie cyfr 1, 4. Wówczas

.......... zbiór A ma dokÃladnie 28 elementów

.......... dokÃladnie 27 liczb ze zbioru A to liczby parzyste

.......... dokÃladnie 16 liczb ze zbioru A to liczby podzielne przez 9



XLIII MIE↪DZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE

Z a d a n i a f i n a Ãl o w e

1. Iloczyn pewnych trzech (dodatnich) liczb pierwszych równa sie↪ ich pie↪ciokrotnej sumie.
Wyznacz wszystkie trójki takich liczb pierwszych.

2. Udowodnić, że dla dowolnej x ∈ R zachodzi nierówność

| sin x|+ 2| sin(x + 1)|+ 3| sin(x + 2)|+ 4| sin(x + 3)|+ 5| sin(x + 4)| ≥ 6 sin 1.

Rozstrzygna↪́c, dla jakich x ∈ R zachodzi równość.

3. Niech punkty S, T, U,W leża↪ na kolejnych bokach kwadratu jednostkowego. Dowieść,
że obwód czworoka↪ta STUW jest ≥ 2

√
2. Rozstrzygna↪́c, kiedy zachodzi równość.

4. Na ile sposobów można tak rozdać ośmiu uczniom należa↪ce do nich legitymacje, aby
każdy z nich dostaÃl jedna↪ legitymacje↪ i żaden nie dostaÃl swojej?

Uwagi.
1. Czas trwania zawodów 180 minut.
2. Rozwia↪zanie każdego zadania powinno być napisane na osobnej kartce.
3. Nie wolno korzystać z kalkulatorów.


