XLIV MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
26.04.2003

1. TEST

Kazdy zawodnik rozwiazuje dwadziescia zadan testowych, w ktérych po-
dano zalozenia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sie) warianty tezy. Nalezy
rozstrzygnaé¢ prawdziwos¢ kazdego z wariantéw, wpisujac stowo TAK lub NIE
w miejscu zaznaczonym kropkami.

Punktacja: 1 punkt za kazda poprawna odpowiedz, 0 punktéw za brak
odpowiedzi, -1 punkt za odpowiedz niepoprawna i 1 punkt dodatkowy za trzy
poprawne odpowiedzi w jednym zadaniu testowym.

1. Dana jest funkcja P : R — R okreslona w ten sposéb, ze P(x) jest polem czesci wspdlnej
dwoch két o srodkach w punktach (5 — x,0), (=5 + x,0) i takim samym promieniu r = 3.
Wéwcezas

.......... funkcja P jest parzysta
.......... na pewnym przedziale o dlugosci % funkcja P przyjmuje wartosci dodatnie
.......... dla dwéch réznych argumentéw przyjmuje wartosé 8v/7

2. Wiadomo, ze wykresy funkcji f,g : R — R okreslonych wzorami f(x) = ||z — a| — 2,
g(z) = bx, maja dokladnie trzy punkty wspdlne. Wéwczas

3. W trapezie ABCD o podstawach AB i CD przekatne przecinaja sie w punkcie K.
Jezeli pole tréjkata AKCD wynosi 2 i pole trojkata ABKC wynosi 6, to

.......... pole tréjkata AABK wynosi 18
.......... pole trapezu ABC'D wynosi 32
.......... wysoko$¢ trapezu ABC'D ma dlugosé¢ 4

4. Istnieje liczba wymierna w = § (p,q sa liczbami catkowitymi), ktéra nie jest liczba
calkowita i spelnia warunek ([z] = czes$¢ catkowita liczby x)
p 1 b
.......... (] +5> 7

.......... [w — [w]] # 0

.......... [—w] = —[w]



5. Niech liczby piq (p < q) beda kolejnymi liczbami pierwszymi wiekszymi od 5. Wéwczas

.......... p + q moze by¢ liczba, pierwsza,

.......... p + q jest iloczynem co najmniej trzech liczb naturalnych (niekoniecznie
r6znych) wiekszych od 1

.......... NWD(p+q,q—p) =2

6. Niech A oznacza zbior wszystkich par liczb catkowitych dodatnich spetiajacych row-

nanie (%—f—%)Q =2+ mglyg . Niech B oznacza zbidr wszystkich par liczb catkowitych dodatnich

spetiajacych réwnanie (x + y)? — 2(zy)? = 1. Wtedy

.......... A zawiera co najmniej trzy pary liczb
.......... B zawiera co najmniej dwie pary liczb

.......... A+B

7. Niech f,g: R — R beda takimi funkcjami, ze g(x) = f(x+2) dla kazdego x € R. Jezeli
funkcje f, g sa nieparzyste, to

.......... f=g

.......... funkcja f jest okresowa i jeden z jej okreséw wynosi 2

.......... funkcja f musi by¢ stala

8. Niech W (z) bedzie wielomianem stopnia 2003 o wspétczynnikach catkowitych. Wtedy

.......... liczba W (2003) jest parzysta
.......... réwnanie W (x) = 0 ma rozwiazanie rzeczywiste
.......... réwnanie W (z) = 2003 ma rozwiazanie rzeczywiste

9. Dana jest funkcja f : R — R okre$lona wzorem f(z) = 22 + bz + c. Jezeli réwnanie
f(x) = 2x+1 nie ma rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych, to dla dowolnej liczby = € R

.......... flz)>2x+1

.......... f(f(x)) > 4x
.......... f(f(f(x))) < 8z

10. Oznaczmy przez d(n) ilo$¢ wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej n > 1.
Wéwezas

.......... istnieje taka liczba n, ze d(n) = 2003
.......... jezeli d(n) = 17, to n jest 6sma potega liczby naturalnej
.......... jezeli d(n) = 15, to n jest sibdma potega liczby naturalnej

11. Niech (a,) bedzie niestalym ciagiem arytmetycznym o wyrazach catkowitych nieujem-
nych i niech S,, oznacza sume cyfr dziesietnych liczby a,,. Wowczas

.......... Wyrazy a4, 054,074 Maja taka sama ostatnia cyfre

.......... ciag skonczony Sy, 99,93, ..., S7 jest ciagiem arytmetycznym

.......... istnieje wyraz a,,, w zapisie dziesietnym ktoérego wystepuja kolejno 2003 zera
(nie na poczatku!)



12. Jezeli punkt C krazy po okregu o $rednicy AB, to najwieksza wartosé iloczynu 2|C A|-
|C' B| wynosi

13. Na kazdej prostej (na plaszczyznie), ktéra nie jest réwnolegla do zadnej osi uktadu
wspétrzednych i nie przechodzi przez poczatek uktadu wspélrzednych lezy taki punkt (a, b),
ze

.......... la| = |b|
.......... liczby a, b sa obie wymierne
.......... liczby a, b sa obie niewymierne

14. Troéjkat 7 o bokach a, b, c ma pole S = abc. Wowczas

.......... jeden z jego bokéw moze mie¢ dlugosé 1
.......... istnieje tylko jeden (z dokladnoscia do przystawania) taki tréjkat
1

.......... tréjkat 7 zawiera si¢ w pewnym kole o promieniu 3

15. W przestrzeni istnieje taki tréjkat AABC o wierzchotkach w punktach kratowych
(majacych wszystkie wspdhrzedne catkowite), ze

.......... liczby |AB|, |BC|,|CA| sa liczbami calkowitymi

.......... liczby |AB|?,|BC|?,|CA|* sa liczbami catkowitymi nieparzystymi
.......... liczby |AB|, |BC|,|CA| sa liczbami calkowitymi nieparzystymi

16. Wielomiany P(X) i Q(X) sa takie, ze |P(x)| = |Q(z)|+1 dla kazdego = € R. Wowczas

.......... Q(x) moze by¢ liczba ujemna dla pewnego = € R
.......... |P(x) — Q(z)| =1 dla kazdego =z € R
.......... wielomian P(X) jest wielomianem stopnia nieparzystego

17. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa takie, ze ciag (u,) okreslony wzorem u, = [an® + bn +
(cze$¢ calkowita) jest Scisle malejacym ciagiem arytmetycznym. Wéwcezas

.......... a<0
.......... b moze sie réwnaé —3i

2
.......... b<0

18. Tréjkat 7 jest taki, ze mozna go rozcia¢ na dwa tréjkaty, z ktérych co najmniej jeden
jest podobny do trdjkata 7. Wowczas tréjkat 7

.......... moze by¢ rownoramienny

.......... moze by¢ rozwartokatny

.......... musi by¢ prostokatny



19. Os$miocyfrowa (w zapisie dziesietnym) liczba n ma jedna cyfre réwna 4, jedna réwna
5 i pozostale cyfry réwne 2. Wéwczas

.......... n jest podzielna przez 3

.......... n moze by¢ kwadratem liczby naturalnej

.......... n jest podzielna przez 7

20. Niech W (k) oznacza ilosé sposob6éw rozstawienia k wiez na szachownicy 8 x 8 tak, by
zadna nie szachowala zadnej innej. Wdwczas

.......... W(1) =64

.......... W(k) < W(k+1) dla kazdej liczby 1 < k< 7

.......... wsréd liczb W (1), W (2),..., W (8) wystepuja doktadnie dwa kwadraty

2. ZADANIA TEKSTOWE

Zadania tekstowe punktowane sa w skali od 0 do 15 punktow.

1. Uzasadnij, ze jezeli réwnanie 23 4+ ax? + bz + ¢ = 0 ma trzy rozwiazania rzeczywiste, to
2
a” > 3b.

2. Nieréwnolegte boki trapezu przedtuzono do wzajemnego przeciecia i przez otrzymany w
ten sposob punkt poprowadzono prosta réwnolegta do podstaw trapezu. Wyznacz diugosé
odcinka tej prostej ograniczonego przez przedhuzenia przekatnych trapezu, jesli podstawy
trapezu maja dlugosci a,b (a > b).

Czas trwania zawodow: 180 minut.



