XLV MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
20. 03. 2004

1. TEST

Kazdy zawodnik rozwiazuje dwadzie&cia zadah testowych, w ktérych podano zatoze-
nia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sie) warianty tezy. Nalezy rozstrzygrigorawdzi-
wost kazdego z wariantdw, wpisujac stowdlAK lub NIE w miejscu zaznaczonym krop-
kami.

Punktacja: 1 punkt za kazda poprawna odpowiedz, O punktéw za brak odpowiedzi,
-1 punkt za odpowiedz niepoprawna i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi
w jednym zadaniu testowym.

1. Dana jest funkcjg : R — R. NiechA,, = {z € R : |f(x)| = m} dla dowolnegan € R.
Jesli dla kazdej liczbym > 0 zbidr A,, jest jednoelementowy, to

.......... / jest funkcja r6znowart&ciowa
.......... funkcjaf przyjmuje tylko wart&ci nieujemne
.......... funkcjaf moze by scisSle monotoniczna

2. Niech A, B C N beda zbiorami majacymi skazona liczbe elementéw nie mniejsza niz 2.
Liczba funkcjiscisle monotonicznych 2 do B jest réwna 20. Woéwczas

.......... zbiorB ma o 10 elementéw wiecej niz zbidr

.......... A moze by réwny B

.......... zbiorB ma nieparzysta liczbe elementéw

3. WielomianW (X)) taki, zeW (2%) = W (x) dla kazdegar € R
.......... nie istnieje

.......... istnieje doktadnie jeden
.......... istnieje i takich wielomianéw jest niesiazenie wiele

4. Dana jest liczba naturalnrawieksza od 6. Wtedy
.......... iloczyn (8n — 1)8n(8n + 1) jest podzielny przez 24
.......... jezelin oraz 8n — 1 sa liczbami pierwszymi, to liczb&n + 1 nie jest liczba
pierwsza
.......... jezelin oraz 8n — 1 sa liczbami pierwszymi, to liczbd8n)? — (8n — 1)? jest
podzielna przez 3



5. Dany jest trojmian kwadratowy(z) = az? + bx + ¢, gdziea # 0.

.......... Jezeli(a — b+ ¢) < 0, to trgjmian f(x) ma pierwiastek rzeczywisty.
.......... Jezeli(a + b+ ¢) < 0, to tréjmian f(x) ma pierwiastek rzeczywisty.
.......... Jezeli(a + b+ ¢) < 0, to tréjmian f(x) ma pierwiastek rzeczywisty.

6. Jezelik i m sa liczbami catkowitymi i réwnanie 2% + kz +m = 0 ma pierwiastki
wymierne, to

.......... obie liczbyt, m musza bg nieparzyste

.......... jezelim jest liczba nieparzysta, tojest liczba parzysta

.......... jezeli jest liczba parzysta, tar jest liczba nieparzysta

7. Funkcjaf : R — R jest nieparzysta i okresowa. Wowczas

.......... funkcjaf jest ograniczona
.......... funkcjag : R — R, g(z) = (f(z))?, jest okresowa
.......... funkcjay : R — R, g(x) = f(]z|), jest okresowa

8. Wieloscian, ktérego rzuty prostokatne na pewne dwie wzajemnie prostopadie ptaszczyzny sa
kwadratami o polu 1

.......... jest sZ&cianem
.......... ma objetst nie wigksza niz 1

.......... jest wypukty

9. Niech P bedzie punktem lezacym wewnatrz trojkata réwnobocznego o boku &tugo
Niechu, v, w beda odlegtsciami punktuP od kolejnych bokéw tego trojkata. Wtedy

.......... u—i—v—l—wZTa
.......... uvw:%a?’
.......... u? + v 4+ w? = 1d?

10. OkregiC; = K(Oq,11), Ky = K(Oa,13), K3 = K(Os3,r3) Sa parami zewnetrznie styczne
I A, B, C' sa punktami wspolnymi odpowiednio okregdy i /Co, ICo i K3, K31 1. WOWCZas
.......... trojkatA ABC jest podobny do tréjkatd O, 0,04
.......... jssli trojkat AO, 0,05 jest rozwartokatny, to trojkah ABC tez jest rozwartokatny
.......... prostéco,, lpo,, a0, Przecinaja sie w jednym punkcie

11. Danych jest osiem r6znych punkt&iy, A,, ..., As ha okregu o promieniu 1. Woéwczas
.......... istnieja takie dwa punkty;, A;, ze|A4;A4;] < 0,8
.......... istnieja takie dwa punkty;, A;, ze|A;A;| > 1
.......... pewien katc A, A; A, (dla réznychi, j, k) ma miarg nie wigksza nixl°



12. Niech h, m oznaczaja odpowiednio wysosoi srodkowa trojkata\ ABC' poprowadzone
z wierzchotkaC'. Wowczas

.......... jezelih = 1im = 2004, to trojkat AABC' jest rozwartokatny
.......... JeZEllh =1,m = 2004, to SAABC >5
.......... jezelNABC jest rownoramienny, tb = m

13. Jezeli{a, } jest dowolnym ciagiem liczbowym, to prz€z¢ } oznaczmy ciag dany wzorem
al = aj + as + ... + a,, aprzez{al} ciag dany wzoremaé = a,,; — a,. Wowczas dla

n

dowolnych ciagbWa, }, {b,}

.......... jezeli{al} = {b¢}, to{a,} = {bn}

.......... jezeli{a,} jest arytmetyczny, tg(a¢ )¢} jest arytmetyczny

.......... ciag{a’ } jest rosnacy wtedy i tylko wtedy, gdiy,, } jest rosnacy
14. Niechc : R — R bedzie funkcja okrgona wzorent(z) = min(x — [z],[z] + 1 — z)
([t] = czest catkowita liczbyt). Wowczas

.......... dla kazdego, y € R zachodzi nierOWNn&t |c(x) — c(y)| < |z — v

.......... funkcjaf : R — R dana wzoreny (z) = c(z + %) — ijest nieparzysta

.......... funkcjac jest parzysta

15. Tréjkat AABC ma boki dlugécia, b, c. Wéwczas
.......... jezelia® + v — ¢ < —1, to AABC jest rozwartokatny
.......... jezelia® + v* = ¢® + 2ab — 1, to AABC nie jest prostokatny
.......... jezelia? + b* = ¢* + 32, to AABC jest ostrokatny

16. Ptaszczyzna przecina sman o krawedzi rownej 2. Przekrojem jest trojkatd BC'.
Wowczas

.......... AABC moze by rownoboczny

.......... A ABC moze by prostokatny

.......... moze by|AB| = 1, |BC| = 7, |CA| = V2

17. Dla dowolnych liczb rzeczywistych, y

.......... [max(x,y)] = max([z], [y]) ([t] = czest catkowita liczbyt)
.......... | max(z, y)| = max(|z|, |y|)
.......... sin(max(z,y)) = max(sin z, siny)

18. Niech /¥ bedzie jednoktadrizia osrodku w punkcig(0,0) i skali A # 0. PrzezW;
oznaczmy wykres funkcjf : R — R. Woéwczas

.......... JN(Wy) = Wy, gdzieg(z) = Af(+z) dla dowolnegar € R

.......... j&li JEY (W) = Wy, to funkcjaf jest nieparzysta

.......... istnieje taka niezerowa funkcfazeW_; = J=2(W;)



19. Liczbe naturalnan nazwiemyporzadna gdy ilosE liczb naturalnycht wzglednie pier-
wszych zn i takich, zel < k < n, wynosi%n. Zatdbzmy, zem i n sa liczbami porzadnymi.
Wowczas

.......... nm jest liczba porzadna

.......... n + m jest liczba porzadna

.......... n"™ jest liczba porzadna

20. Ciagowi {a,} przyporzadkowujemy ciada/,} dany wzorema!, = max(a,,api1)
(n €{1,2,3,...}). Wowczas

.......... jezeli ciad a,, } jest arytmetyczny, tda/, } tez jest arytmetyczny
.......... jezeli ciad a,, } jest geometryczny, tda! } tez jest geometryczny
.......... jezeli ciad a, } jestscisle rosnacy, tda, } tez jestsciSle rosnacy

2. ZADANIA TEKSTOWE

Zadania tekstowe punktowane sa w skali od 0 do 15 punktow.

1. Réwnolegobok zawiera koto o promientu zawarty jest w kole o promieni&. Udowodnij,
ze

5>¢§.

r

2. Nauczyciel napisat na tablicy 10 nastepujacych liczb:
6,6,7,8,9,9,9, 10, 10,12

| powiedziat uczniom, ze otrzymat je obliczajac sumy wszystkich dziesieciu par utworzonych z
liczb uktadu x1, x9, x3, 14, x5, gdziex; < xo < 23 < 24 < 5. Odtworz liczby tego uktadu.



