2. ZADANIA TEKSTOWE - rozwiazania

1. Zbor A skiada sig ze wszystkich takich par (n, m) liczb catkowitych dodatnich, dla ktorych
n < m < 2005 i 121|n* + m?. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze, ktére dziela moc
zbioru A.

Rozwigzanie. Rownosci
(11k)? = 11 - 11k* + 0,

(11k 4 1)2 = 11(11k2 £ 2k) + 1,
(11k +2)? = 11(11k2 + 4k) + 4,
(11k + 3)2 = 11(11k2 & 6k) + 9,
(11k +4)2 = 11(11k2 £ 8k + 1) + 5,

(11k £5)? = 11(11k* + 10k + 2) + 3
pokazuja, ze kwadraty liczb calkowitych przy dzieleniu przez 11 daja reszty 0, 1, 3, 4, 5, 9.
Aby suma dwoch kwadratow dawata reszte 0 przy dzieleniu przez 11 oba sktadniki musza
dzieli¢ sig przez 11. Dla dowolnej liczby calkowitej k& podzielno$§¢ k? przez 11 jest réwnowaz-
na podzielnosci k przez 11, gdyz 11 jest liczba pierwsza. Widzimy wigc, ze para (n, m) nalezy
do zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy n < m oraz n,m € {11,22,33,44,...,182-11}. Zatem
zbiér A ma tyle elementéw ile jest dwuelementowych podzbioréw zbioru 182-elementowego,

czyli
182 181 - 182
<§):¥:181-91:181-13-7.

Liczby pierwsze, ktére dziela moc zbioru A to 181, 13, 7.

2. Obliczy¢ maksymalng ilos¢ czesci, na ktére moze by¢ podzielona plaszczyzna przez 10
okregow.

Rozwiqzanie. Oznaczmy przez C'(n) maksymalng ilo§¢ czgsci, na ktére moze by¢ podzielo-
na ptaszczyzna przez n okregéw (n € {1,2,3,...}). Zauwazamy, ze C'(1) = 2. Niech teraz k+1
okrggéw dzieli ptaszczyzne na C'(k + 1) czeSci. Wéwcezas kazde dwa z nich maja doktadnie
2 punkty wspdlne i zadne trzy z nich nie maja punktu wspdlnego. Migdzy innymi (k + 1)-szy
okrag przecina pozostate k okregéw w 2k punktach. Punkty te dziela (k + 1)-szy okrag na 2k
tukéw, z ktérych kazdy dzieli jeden z obszaréw wyznaczonych przez pozostale k& okregéw na
dwie czgsci. Zatem mamy zalezno$¢

Clk+1)=C(k) + 2k, ke{1,2,3, ..}

W szczegdlnosci

C(1) =2,
C2) = C(1) +2,
C(3) = C(2) +4,

C(n) : Cin—1)4+2(n—1).



Po dodaniu stronami 1 redukcji otrzymujemy

Cn)=2+42+44+46+ .. 4+2n—1)=2+21+2+43+...+n—1)

n(n —1)

=242 =n?—n+2.

Zatem C'(10) = 92.



