XLVII MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
25.03. 2006

1. TEST

Kazdy zawodnik rozwiazuje dwadziecia zadah testowych, w ktérych podano zatoze-
nia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sie) warianty tezy. Nalezy rozstrzygrigorawdzi-
wost kazdego z wariantéw, wpisujac stowdl'AK lub NIE w miejscu zaznaczonym krop-
kami.

Punktacja: 1 punkt za kazda poprawna odpowiedz, 0 punktéw za brak odpowiedzi,
-1 punkt za odpowiedz niepoprawna i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi
w jednym zadaniu testowym.

1. Dla dowolnej liczby naturalnej, suman poczatkowych wyrazow ciagu,) = (aq, as, as, -..)
okreslona jest wzoren$,, = 5n? — 3n + 3. Wtedy

.......... ciag a,,) jest ciagiem arytmetycznym
.......... ciaga,) jest ciagiem geometrycznym
.......... ciagb,) = (b1, bo, bs, ...), gdzieb,, = 3%+ (n € N), jest ciagiem geometrycznym

2. Réwnanie|z? + ax + b| = 2 ma doktadnie trzy rozwiazania rzeczywistg ., z3, gdzie
T, < T < 13. WOWCZAS

3. Laczacsrodki kolejnych bokoéw czworokata wypuktegd3C' D otrzymano prostokat. Zatem

.......... czworokatl BC'D jest rombem
.......... czworokatl BC'D jest trapezem
.......... czworokatl BC' D jest deltoidem

4. Trojkat prostokatny jest wpisany w okrag o promieniu 2. Wéwczas co najmniej jeden bok
tego trojkata

.......... ma diugst niewymierna

.......... ma dtugst wieksza od 3

.......... ma dtugst mniejsza niz 3



5. Istnieja takie liczby niewymierne, b, ze
.......... liczbau + 2b jest wymierna

.......... liczbya + b i a-bsawymierne
.......... liczbya + 2b | 2a + 5b sa wymierne

6. Niech x;, z» beda rzeczywistymi pierwiastkami réwnanig + (m — 2)x —3m +1 =0
z parametremn € R. Wowczas

.......... jezelim < —9,t0 x;1 >0 i x5 >0

.......... 2+ri=(m+1)*+1

.......... suma? + x2 przyjmuje najmniejsza waro dlam = —1

7. Dla dowolnej liczby rzeczywistej przez| x|, oznaczmy najwieksza parzysta liczbe catko-
wita nie wieksza niz: (podtoga parzysta [z] oznacza cZE catkowita liczbyx. Wowczas

.......... |z]> =2 [£] dla dowolnegar € R
.......... |z], = [z — 1], wtedy i tylko wtedy, gdy{z] jest liczba nieparzysta
.......... |2x], = [22] dla dowolnegar € R

8. Dla dowolnej liczby naturalnep € N (n > 1) okreslamy funkcjef,, : R — R wzorem
fu(x) = cosz +cos(z + §) +cos(x +2- ) + ... +cos(z +n - §). Wowczas

.......... dla kazdej liczby naturalnejfunkcja f,, jest parzysta

.......... dla pewnej liczby naturalnejfunkcja f,, jest funkcja wielomianowa

.......... dla dowolnych € Ni z € R zachodzi nieréwnst |f,(z)| < 3

9. Ciag arytmetyczny(a,, as, as, ...) nazwiemykompatybilnymz ciagiem arytmetycznym
(b1, b9,bs,...) 1 bedziemy piséa (a,) < (b,), gdy ciag (ai, by, as, ba, ag, bs, ...) rowniez jest
ciagiem arytmetycznym. Wéwczas

.......... jezeli(a,) < (b,), to (b,) < (ay)

.......... jezeli(a,) < (by) 1 (by) < (cn), 10 (ay) < (cy)

.......... istnieje taki ciag arytmetycziy,,), ze(a,) < (a,)

10. Wielomian z2%% — 2006z — 1

.......... nie ma pierwiastkow rzeczywistych
.......... ma doktadnie dwa pierwiastki rzeczywiste
.......... ma co najmniej jeden pierwiastek niewymierny

11. Dla z € R symbol{z} oznacza czZ&& utamkowazx tzn. {z} = = — [z]. WOwczas dla
dowolnycha, b € R

.......... {a+b}—{a} — {b} <0
.......... {a-b} = {a} - {b}
.......... {[a]} = [{a}]



12. Uktad rownah z parametrem € R

|z —y|+ ]z +y| =2
x| + [y| = a

.......... ma doktadnie cztery rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy 1
.......... ma przy pewnym wiecej niz 12 rozwiaza
.......... przy pewnyna ma doktadnie 8 rozwiaza

13. Dany jest trojkatZ , ktory ma boki o dtugéciacha, b, c oraz tréjkatZ’ o bokach dtugsci
a, b, d, przy czymmax{a,b,c} < min{a’, ¥, }. WOwczas
.......... pole tréjkatd jest mniejsze niz pole trojkatd’
.......... promié@ okregu opisanego na trojkacte jest mniejszy niz promie okregu opisa-
nego nal”’
.......... istnieje taki przystajacy d@’ trojkat 7;, ze 7 C 7T,

14. Wykres funkcjif : R — R, f(x) = az®+ bz + c przecina 8 Oy w punkcie(0, 2), a & Ox
w punktach(3, 0), (k,0) (k # 3). Wéwczas

.......... jezelik jest liczba wymierna, ta tez jest liczba wymierna
.......... jezelik jest liczba catkowita parzysta, ﬂglojest liczba catkowita

15. Wykresy dwoch tréjmianéw kwadratowygh{z) = az?® + bz + ci g(x) = a’2* + bz + ¢
(aa’ # 0) maja doktadnie jeden punkt wspolny. Wowczas

.......... jezelina’ < 0,t0 (b — )2 =4(c — )(a — d)

16. Wykres funkcji f : R — R ma & symetrii bedaca prosta o rownaniu + by + ¢ = 0.
Wowczas

.......... b#0
.......... a##0
.......... jezeliab # 0, to dla dowolnychr, y € R zachodzi réwngt f(%1¢) = LW

17. Liczbe naturalna nazwienskierowanagdy jej cyfry dziesietne (biorac od lewej do prawej)
tworza ciag nierosnacy. Wowczas
........... suma liczb skierowanych jest liczba skierowana
........... s&4 dwucyfrowe liczby skierowane
........... dla dowolnegea > 2 liczb skierowanych-cyfrowych jest wiecej niz naturalnych
liczb n-cyfrowych, ktére nie sa skierowane



18. Dla danego trojkatd = AABC przezA, B, C oznaczmy punkty przecigcia odpowied-
nio dwusiecznych katowc A, < B, £C z okregiem opisanym na trojkace. TrojkatAA B C
oznaczmyZ . Wowczas

........... istnieje taki trojkeT, ze () = T

........... jezelixA| = 50°, to|xA| = 65°

........... istnieje taki trojkad, dla ktdregoT jest trojkatem prostokatnym

19. Dane sa liczby catkowite dodatnig, ao, ..., asgs takie, ze jedynymi dzielnikami pier-
wszymi kazdej z nich sa liczby ze zbiof@, 3,5} oraza; < a; < asz < ... < aggs. WOWCZAS
.......... Qoo = 22005
.......... Srednia geometryczna tych liczb jest wigksza284?
.......... istnieja dwie liczbyy, a; (1 < k < I < 2006) takie, ze iloczyni-a; jest kwadratem
liczby naturalnej

20. Podzbior{(x,y) € RxR : 2 +y> = 1} ptaszczyzny z prostokatnym uktadem wspoétrzed-
nych ma

.......... z kazda prosta o rownaniu= k (k € R) doktadnie jeden punkt wspolny
.......... z prosta o réwnaniu + y = % doktadnie dwa punkty wspolne
.......... & symetrii

2. ZADANIA TEKSTOWE

Kazde z zadah tekstowych punktowane jest w skali od 0 do 10 punktow.

1. Wyznaczy wszystkie liczby naturalne, dla ktérych n? + 3n + 4 jest liczba podzielna
przez49.

2. Dany jest czworokat wypukiyABC'D o polu 1. Jego przekatne przecinaja sie pod
katem60°. Niech K, M beda rzutami prostokatnymi odpowiednio wierzchotkdw’' na
prostalzp i punkty N, L beda rzutami prostokatnymi odpowiednio wierzchotkBwD
na prostd ,c. Obliczy¢ pole czworokatd LM N'.

POWODZENIA!



