XLVIII MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
24.03.2007

1. TEST

Kazdy zawodnik rozwiazuje dwadzié&cia zadan testowych, w ktérych podano zatozenia
oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sie) warianty tezy. Nalezy rozstrzygrigprawdziwost
kazdego z wariantow, wpisujac stowdlAK lub NIE w miejscu zaznaczonym kropkami.

Punktacja: 1 punkt za kazda poprawna odpowiedz, O punktéw za brak odpowiedzi,
-1 punkt za odpowiedz niepoprawna i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi w
jednym zadaniu testowym.

1. Czest wspolna wypuktego pieciokata i wypuktegériokata na ptaszczyznie

.......... moze by tréjkatem
.......... moze by wielokatem niewypukiym
.......... moze by jedenastokatem

2. Najwieksza wartscia funkcji f; : [0,1] — R jest M;, a najmniejsza war8zia jest m;,
i € {1,2,3}. Wowczas

.......... najwieksza warkeia funkcji f1 + fo + f5 jest My + My + M;
.......... najwieksza warkzia funkcji f; - fo jest My - M,
.......... najmniejsza warsgia funkcji f; — f, jest m; — M,

3. Prostokatna szachownica 12@07 wierszy i 6 kolumn. W kazdym jej polu stoi liczba catkowita
dodatnia. Sumy liczb z kazdego wiersza sa réwne i wynoszgVowczas

.......... istnieja dwa takie same wiersze
.......... suma liczb w kazdej kolumnie jest mniejszali@43
.......... istnieje kolumna, w ktorej suma liczb jest wieksza36ix)

4. Liczby 2,22,23,...,21° daja r6zne reszty z dzielenia przék, a liczby 3,32, 33,34, 3°, 3
daja rézne reszty z dzielenia przez 7. Zatem

.......... liczby 6, 62,63, ...,6% dajarézne reszty z dzielenia przez

.......... liczba22%" daje reszte 7 z dzielenia przez pradz

.......... liczba32’" daje reszte 6 z dzielenia przez 7



5. Niech A, oznacza zbior wszystkich dziesieciowyrazowych ciagéw arytmetyczfych
o roznicy r iwyrazach catkowitych spetniajacych nierévem 1 < a; < 100. Wowczas

.......... zbior A, jest zbiorem pustym
.......... zbiér A, mag&2 elementy
.......... wszystkie zbiory4, maja w sumiel 112 elementow

6. Niech (x) oznacza odlegit liczby rzeczywistejr od najblizszej liczby catkowitej; np.

(m) =7 —=3,(3) =3, (—3) = 3. Wowczas

7. Dany jest tréjkatA ABC. Niechm, oznacza dtugs srodkowej,d, - dtugost dwusiecznej,
h, - dlugast wysokdasci wychodzacych z wierzchotkéd tego tréjkata. Woéwczas

.......... mg, = d, = hy

.......... moze by tak, ze m, = 2d, i d, = 2h,

.......... istnieje tylko jeden z doktadscia do przystawania trojkat, dla ktérego, = 2007,
de =2,h, =1

8. Niech k. oznacza liczbe punktow kratowych (tzn. o obu wspoétrzednych catkowitych)
w zbiorze {(z,y) : |z| + |y| < r}. Wéwczas

.......... k. jestliczba nieparzysta dla kazdegos {0,1,2,3,...}
.......... ciag(ko, k1, k2, k3, ... ) jest ciagiem arytmetycznym
.......... ciag(ky — ko, ko — k1, ks — ko, ...) jest ciagiem arytmetycznym

9. Niech punktX bedzie takim punktem wewnatrz tréjkatad BC, ze pola trojkatbw\ AB X,
ABCX, ACAX sarowne. Wowczas

.......... taki punktX istnieje w kazdym trojkacie
.......... w kazdym trojkacie istnieje co najwyzej jeden taki pukikt
.......... prostd, x jest dwusieczna kata A

10. Oznaczmy prze#, zbior wszystkich liczb postaci + bv/2, gdzie a, b sa liczbami catkowi-
tymi. Jezelia = a + bv/2 € F,, to 0znaczmya = a — bv/2. Wowczas

.......... dla kazdega € F, liczba o7 + @297 jest liczba catkowita
.......... dla kazdegar € F, liczba o - @ jest liczba catkowita
.......... jezelic € F, jestliczba wymierna, tox —a =0



11. Dla dowolnego ciagu(a,, as, as, . .. ) okreSlamy dwa ciagi: (s,) i (d,), gdzie
Sp=a1+as+--+a, d,=a,1—a, (Me€{1,2,3,...}).

Ciag (s,) nazywamycatka ciagu(a,,), ciag (d,,) nazywamypochodna ciagya,,). Wéwczas

.......... ciaga,,) jestscisle malejacy wtedy i tylko wtedy, gdyi,, < 0 dla n € {1,2,3,...}
.......... pochodna calki ciadu,,) rowna jest ciagowia,,)
.......... catka pochodnej ciadu,,) rowna jest ciagowia, )

12. Niecha bedzie liczba rzeczywista. Jezeli zbiér= {(z,y) : y > 2® orazy > (v — 1)* + a}
na ptaszczyznie jest zbiorem wypuktym, to

.......... (ri,m9,73,...,71003) jESt Cciagiem réznowarfziowym

14. Mobwimy, ze trojkat AABC jest prawie podobnydo tréjkata AA’B'C’ i piszemy
AABC x AA'B'C', gdy Im(£A) — m(xA)| < 1°, |m(£B) — m(xB’)| < 1° oraz
Im(£C) —m(£C")| < 1°. Wowczas

.......... j&li AABC x NA'B'C', to NA'B'C' x AABC

.......... jsli AABC x ANA'B'C" i ANA'B'C' x NA"B"C", to AABC x NA"B"C"

.......... dla dowolnego trojkatd ABC' istnieje na ptaszczyznie trojkat kratowy (tzn. o wierz-
chotkach w punktach o obu wspotrzednych catkowitych), ktéry jest prawie podobny
do tréjkata AABC

15. Wielomian W (X) o wspotczynnikach rzeczywistych spetnia warunek
(W(z) = W(y)| = [z -y

dla dowolnychz,y € R. Woéwczas

.......... wielomianWW (X)) ma co najmniej jeden pierwiastek
.......... wielomian?V (X)) moze mi€ dwa rézne pierwiastki
.......... stopié wielomianu W (X) jest rowny 1

16. Wiadomo, ze 5 = 0, (052631578947368421) (okresowy utamek dziesigtny). Zatem

.......... % = 105, (631578947368421052)
.......... 10° daje reszte 1 z dzielenia prz&2
.......... 2 =0, (1052)



17. Prosta k przechodzi przez punkt? = (0,1) i przecina wykres funkcjif : R — R,
f(z) = z* wréznych punktachl i B. Niech O = (0,0). Wéwczas

.......... trojkat AAOB jest prostokatny
.......... pole tréjkataN AO B nie zalezy od wyboru prostej
.......... |PA| - |PB| nie zalezy od wyboru prostej
18. Dla danej liczby naturalnej oznaczmy przez, liczbe (*'). Wéwczas

.......... C,, jest liczba parzysta dla kazdegoe {1,2,3,...}
.......... ciaga,) dany przez,, = n=2C,, (n € N) jest ciagiem ograniczonym
.......... ciagb,,) dany przes, = 27"C,, (n € N) jest ciagiem ograniczonym

19. Liczby rzeczywistea, 3, v sa pierwiastkami réwnania® — 2z + 1 = 0. Wéwczas

.......... at+p =2
.......... (aB) '+ (By) '+ (ya) "t =3
.......... a4+ 4y2=4

20. Dany jest szgcianS. PrzezP(n) oznaczmy zbiér wszystkich ptaszczyzn przechodzacych
przez doktadnie: wierzchotkow szécianuS. Wéwczas

.......... P(3) mab6 elementow
.......... P(4) ma 8 elementow
.......... P(5) jest zbiorem pustym

2. ZADANIA TEKSTOWE

Kazde z zadah tekstowych punktowane jest w skali od 0 do 10 punktow.

1. Wewnatrz rownolegtobokiA BC'D dany jest taki punktP, ze
m(<APB) + m(¥xCPD) = 180°.
Udowodnt, ze m(<PBC) = m(XPDC).

2. Niechn € {1,2,3,...}. Dowolnemu ciagowia = (ay, as, . ..,a,) liczb 0,1,2,... ,n—1
przyporzadkowujemy ciag’ = (a}, a}, ..., a,) dany przez
a; =reszta z dzieleniai; + ¢ — 1 przez n.
Ciag a = (aj,as,...,a,) nazwiemyciekawymgdya i a' sa permutacjami liczb
0,1,2,...,n — 1. Dowiest, ze ciag ciekawy diuggzi n istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
n jest liczba nieparzysta.

POWODZENIA!
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