L MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
Rozwiazania zadan tekstowych.

1. W okregu o promieniu r dane sa dwie prostopadte cieciwy AB, CD przecinajgce sie¢ w
punkcie K. Uzasadnic, ze pole kota ograniczonego tym okrggiem jest rowne

S = 7AKP +|BK[? + |CK[* + |DK]?).

Rozwiqgzanie (jedno z wielu). Oznaczmy |AK| = a, |BK| = b, |CK| = ¢, |DK| = d.
Przyjmijmy, bez straty og6lnosci rozwiazania, ze a > b i d > c. Niech z, y oznaczaja odpowiednio
odlegtos¢ srodka okrggu od prostej AB, od prostej C'D. Wéwczas

|AK]? + |BK|> + |CK|? + |[DK? = a* + V> + & + d&* =
a+b+ 2+ a+b_ 2+ c—l—d_ 2+ c+d+ 2_
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Stad S = 7% = Z(|AK|? + |BK[? + |CK|* + | DK]?).

2. Uczen moze zaliczy¢ w ciagu jednego roku szkolnego jedna, dwie lub trzy kolejne klasy. Na
ile sposobow uczen ten moze ukonczy¢ dwunastoklasowg szkote?

Rozwiqzanie Rozwiazemy zadanie ogélniejsze. Oznaczmy przez p, ilo§¢ sposobdéw
ukonczenia szkoly n-klasowej. Jasne, ze
pr=1p=2ps=4 (1)

Zatézmy teraz, ze n > 4. Zbiér wszystkich p,, sposobéw ukoficzenia szkoty n-klasowej podzielmy
na sumg trzech parami roztacznych podzbioréw

Ay U Ay U Asg,

gdzie przez A oznaczyliSmy zbidr takich sposobéw ukoriczenia szkoty n-klasowej, w ktérych w
ostatnim roku nauki uczen zalicza k klas, k = 1, 2, 3. Jasne, ze

Pn = |A1| + |Aa| + |As]. 2)
(symbol |A| oznacza liczb¢ elementéw zbioru A). Ponadto, chwila zastanowienia pozwala za-
uwazyc, ze

|A1] = pu1, |As| = pn2, [As] = pn_s.

Zatem, na mocy (2), ciag (p,) jest ciagiem rekurencyjnym (trzeciego rzgdu) spetniajacym réwnanie
rekurencyjne

Pn = Pn-1+t Pn—2+ Pn-3
i majacym wartosci poczatkowe (1). Stad mamy jego kolejne wartosci:

1,2, 4,7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, . ..

Ostatecznie pio = 927.



