L MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
28.03.2009

Kazdy zawodnik rozwiazuje dwadzieScia zadan testowych, w ktéorych podano zaloze-
nia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace si¢) warianty tezy. Nalezy rozstrzygna¢ prawdzi-
wos¢ kazdego z wariantow, wpisujac sfowo TAK lub NI/E w miejscu zaznaczonym krop-
kami.

Punktacja: 1 punkt za kazda poprawna odpowiedz, 0 punktéw za brak odpowiedzi,
-1 punkt za odpowiedz niepoprawna i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi
w jednym zadaniu testowym.

1. TEST

1. Liczby a,, zdefiniowane sa nastgpujaco: a; = V5, Qpy1 = /Da, dlan=1 23 ....
Wéwczas

.......... ciag (a,) jest ciagiem rosnacym,
.......... wszystkie liczby a,, sa liczbami niewymiernymi,

.......... (a2009 ) 22008 = 522008 .

2. Rozwazmy zbiér A ={z € R: z <1 i 2009” jest liczba catkowita }. Wéwczas
.......... zbiér A jest zbiorem pustym,
.......... zbior A ma doktadnie 2008 elementow,
.......... zbiér A jest zbiorem nieskonczonym.

3. Istnieje zbior takich dziewigciu odcinkéw w przestrzeni, ze kazdy z nich ma punkt wspolny

.......... z kazdym innym,
.......... z doktadnie trzema innymi,
.......... z doktadnie czterema innymi.
4. Na ptaszczyznie dane sa punkty A = (0, 0), B = (6, 4), C' = (—4, 6). Wéwczas
.......... pole tréjkata AABC' jest rowne 52,
.......... wysoko$é¢ AA’ ma dtugosé 3v/3,
.......... miara kata XABC' wynosi 45°.

5. 2009 odcinkéw o dlugosci 1 tworzy w przestrzeni tamang zamknigta bez samoprzeciec.
Woéwczas

.......... odlegtos¢ dowolnych dwéch punktéw tej tamanej jest niewigksza niz 1004,
.......... istnieje taka kula o promieniu 502, w ktorej zawarta jest cata ta tamana,

.......... moze si¢ zdarzyé, ze cala taka tamana zawarta jest w szesScianie o dlugosci
krawedzi 0,9.



6. Kazda z danych liczb catkowitych a; < ay < ... < ajgo5 daje inna reszte z dzielenia przez
2009. Wéwczas

.......... co najmniej jedna z tych liczb jest liczba parzysta,
.......... istniejg takie dwa indeksy 1 < k£ < [ < 1005, ze 2009 dzieli a + ay,
.......... istniejg takie dwa indeksy 1 < k < < 1005, ze NWD (ay, a;) = 1.

7. Liczba 41! (silnia)

.......... jest podzielna przez 100,

.......... jest podzielna przez 2009,

.......... jest wigksza niz liczba 214!,

8. Jezeli wielomiany X° — X3 4+ X? —mX + 2, X3+ (1 — m)X? + 2X — 1 maja wsp6lny
pierwiastek wymierny, to

.......... m = —3,
.......... Im| =
9. Na okregu o promieniu 2009 wybrano tak 2009 tukéw o dlugosci %, ze kazde dwa maja

co najmniej jeden punkt wspélny. Wowczas

.......... istnieje punkt okregu, ktéry nie nalezy do zadnego z tych tukéw,
.......... istnieje taki punkt okrggu, ktéry nalezy do co najmniej 1005 z tych tukéw,

.......... wszystkie te tuki maja punkt wspdlny.

10. Dany jest tréjkat o wszystkich bokach krétszych niz 1. Punkt G jest punktem przecigcia
Srodkowych tego tréjkata, punkt H punktem przecigcia wysokosci tego tréjkata, a punkt O
Srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie. Wowczas

.......... moga zachodzi¢ réwnoséci G = H = O,
.......... moze zaj$¢ réwnosé |G H| = 2009,

.......... punkty G, H, O moga by¢ wierzchotkami tréjkata o polu réwnym 2009.
11.Rézne cieciwy AB i CD okregu K przecinaja sie w punkcie P. Wéwczas

.......... jezeli |[AP| = |BP|, to |CP| = |DP),

.......... jezeli |[AP| = |BP| i |CP|=|DP|, to P jest srodkiem okrggu,

.......... jezeli |[AP| =4, |BP| =9 i |CP|+ |DP| =12, to AP jest srodkowa tréjkata
ANACD.



12. Na ptaszczyznie dane sa cztery rozne punkty A;, As, Az, A4. Oznaczmy przez X; zbior
tych punktéw plaszczyzny, ktére leza blizej punktu A; niz pozostatych trzech punktéow A;.
Woéwczas

.......... zbiory X; sa parami rozlaczne,

.......... wszystkie zbiory &X; sa zbiorami wypuktymi,

.......... wszystkie zbiory X; sa zbiorami nieograniczonymi.
13. Dany jest ciag (a,) liczb dodatnich. Oznaczmy przez (b,) ciag zadany wzorem
b, = log a,,. Wowczas

.......... jezeli (a,) jestciagiem arytmetycznym, to ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym,

.......... jezeli (b,) jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym,

.......... ciag (a,) jest ciagiem rosnacym wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (b,) jest ciagiem
rosnacym.

14. Dany jest wielomian T (X) = X209 + X100 _ 1 Wéwczas

.......... wielomian W (X) jest kwadratem pewnego wielomianu,
.......... funkcja f: R — R, f(z) = W(x) jest funkcja rosnaca,
.......... wielomian W (X) ma co najmniej dwa pierwiastki.

15. Symbolem {z} oznaczamy czes¢ utamkowq liczby rzeczywistej x (czyli {z} = x — [z]).
Dla danego ciagu (a,) liczb rzeczywistych przez (a]) oznaczamy ciag dany wzorem
al ={a,}. Wowczas

!/

') sa ciagami arytmetycznymi, to (a,) ma wszystkie wyrazy

.......... jezeli (a,) i (a
catkowite,

/

') sa niestalymi ciagami geome-

.......... mozliwa jest taka sytuacja, ze oba ciagi (a,), (a
trycznymi,

.......... jezeli (a,) jest ciagiem arytmetycznym o niezerowych wyrazach i réznicy niewy-

/!
n

miernej, to ciag (a/,) ma co najwyzej jeden wyraz réwny zero.

16. Okrag o srodku w punkcie (2, 3) i promieniu /5
.......... przechodzi przez doktadnie osiem punktéw o obu wspoétrzednych catkowitych,
.......... przechodzi przez co najmniej szesnascie punktéw o obu wspétrzednych wymiernych,
.......... jest styczny do okrggu o §rodku w punkcie (7, 8) i promieniu 7 — /5.

17. Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi réwnos¢

.......... max([z], [y]) = [max(zx, y)],
.......... [z —y] = [z] — [y].
.......... min([z], [y]) + max([z], [y]) = [z + y].



18. Niech U(a, b, ¢, d) oznacza uktad nieréwnosci

ax + by > 2009
cx + dy > 2009.

.......... istnieja takie state a, b, ¢, d, ze uktad U(a, b, ¢, d) nie ma rozwigzan,
.......... istnieja takie state a, b, ¢, d, ze uktad Ul(a, b, ¢, d) ma doktadnie jedno rozwiazanie,
.......... uktad U(2, 3, —3, —2) nie ma rozwiazaf.

19. Miary tukowe katow <A, XB i £C czworokata wypuktego ABC'D saréznymi liczbami
naturalnymi. Wéwczas

.......... trojkat AABC jest trjkatem rozwartokatnym,
.......... kat <D ma miarg¢ (stopniowa) wigksza niz 16°,
.......... taki czworokat nie istnieje.

20. Nastgpujaca liczba jest liczba wymierng

.......... sin 25° cos 65° + cos 25° sin 65°,

.......... sin 75° sin 15°,

2. ZADANIA TEKSTOWE

Kazde z zadan tekstowych punktowane jest w skali od 0 do 10 punktéw.
1. W okregu o promieniu r dane sa dwie prostopadte cieciwy AB, C'D przecinajace si¢ W
punkcie K. Uzasadnié, ze pole kota ograniczonego tym okrggiem jest rowne
™
Z(]AK|2 +|BK> +|CK|* + |DK]?).
2. Uczen moze zaliczy¢ w ciagu jednego roku szkolnego jedna, dwie lub trzy kolejne klasy.
Na ile sposobéw uczefi ten moze ukonczy¢ dwunastoklasowa szkote?

Uwaga. Dla liczby rzeczywistej = symbol [z] oznacza czegs¢ catkowitq liczby z, to znaczy najwigksza

sposrdd takich liczb catkowitych k, ze k < .

POWODZENIA!



