ROZWIAZANIA ZADA N TEKSTOWYCH

ZADANIE 1. Dany jest rbwnolegtobokA BC'D oraz punkty £ na potprostejh s na ze-
wnatrz odcinkaAB i F na pOtprostejh p na zewnatrz odcinkadD. Prostelpg i Igr
przecinaja sie w punkci€é/. Udowodnt, ze pola czworokatowABGD i CEGF sarowne.

Rozwiazanie. Przypomnimy dwa proste, ale wazne i czesto wykorzystywane w
geometrii fakty, ktére pozwoliimy sobie nazw@lematami:

Lemat 1. Jezeli wierzchotki U i U’ trojkatow ASTU i ASTU’ leza na prostej rowno-
legtej do prostej lst, to te trojkaty maja réwne pola.

Dowdd. Rownolegt&e prostychiy - i lgr implikuje rownast (dtugdsci) wysokdci ba-
danych trojkatéw opuszczonych z wierzchotkdwi U’ odpowiednio. To, wobec "wspdlnoty”
podstawy ST, dowodzitezy. B

Lemat 2. Jezeli punkty A, B, A', B’ lezg na jednej prostej, to dla dowolnego, lezacego
poza ta prosta, punktu G zachodzi ré6wnos¢

Spapa  |AB|

Spapa  |A'B|

W szczegolnosci, gdy |AB| = |A'B'|, to Saape = Saapa-
D ow 6 d. Wynika natychmiast z faktu, ze trojkath ABG i AA’'B'G maja wspodlna
WySOKGC opuszczona z wierzchotka. B

Przechodzimy do rozwiazania zadania.

Niech E' € 45 i F' € lap beda takimi punktami, zeEE'| = |AB| i |FF'| = |AD
patrz rysunek 1.

Rys. 1

A

Widzimy, ze czworokatC DEE' jest rownolegtobokiem (bo ma przeciwlegte bakiD i EE
rownolegte i rownej diugsci). Zatemipg||lcx. Wobec tego, na modgmatu 1,

SAacEC = SAGEE'- (1)



Doktadnie tak samo sprawdzamy, ze czworoka® F' I jest rownolegtobokiem i ze zachodzi
réwnaost

Sacrc = SaGrF- (2)

Z drugiej stronyJemat 2 pozwala napisarowndsci

Sacer = Sacas, (3)
Sacrr = Sacap. (4)

Réwnasci (1), (2), (3) i (4) daja ostatecznie:

Scear = Sacec + Sacrc = Sacer + Sacrr = Sacas + Sacap = Sapep-U

ZADANIE 2. Na okregu pewnego kot® lezy 11 punktéw tak, ze zadne trzy cieciwy o ko
cach w tych punktach nie przecinaja sie w jednym punkcie wewnetrznymRotRozwazmy
wszystkie cieciwy faczace te punkty. Wyznadzjiczbe obszardw, na ktore te cieciwy dziela
koto D.

Rozwiazanie.Bedziemy rozwiazywa

Zadanie ogolne. Wyznaczy ilos¢ obszarow na jakie dziela dane koto wszystkie cieciwy
o koncach w danymn-elementowym zbiorze punktéw okregu tego kota, jezeli wiadomo, ze
rzeczone cieciwy sa w potozeniu ogolnym.

Méwimy, ze rodzina cigciw danego kota jest rodzimgotozeniu ogoinymgdy zadne trzy
nie przecinaja sie w jednym punkcie wewnetrznym tego kota (na okregu kota moze sie ich
przecin& ile chce!).

Zastandwmy sie najpierw, na ile & dzieli dane koto pewna i C' cieciw w potoze-
niu ogélnym. Wida&, ze wynik zalezy od potozenia tych cieciw (doktadniej, od tego ile jest
punktéw przeciecia tych cieciw wewnatrz kota):

~__ _~

Rys. 2
Whnikliwe przygladanie sie rysunkom (takim jak powyzsze) pozwala poétayyotezeg ze ilosC
obszarow na jakie”' cieciw w potozeniu ogélnym dzieli koto wynosi
O=1+C+W, (5)

gdzie W oznacza il& punktow przeciecia tych cieciw wewnatrz kota.



Lemat. PowyzZsza hipoteza jest prawdziwa.

D ow 0 d. Indukcja wzgledemC. Dla C' = 1 rzecz jest oczywista. Krok indukcyjny
jest réwnie tatwy, j8li zauwazy, ze kazda kolejna cieciwa "doktada do puli’+ 1 obszaréw,
gdzie w oznacza il&t punktéw przeciecia "nowej” cieciwy ze "starymi” cieciwamill

Po tym przygotowaniu mozemy rozwidzaasze zadanie. Jasnym jest, ze

C = (Z) (6)

Przechodzimy do wyznaczeni&. Oznaczmy przedV,, ilo& wewnetrznych punktow prze-
ciecia wszystkich cieciw (w potozeniu ogélnym) ofleach w n-elementowym podzbiorze
okregu. Obliczenie wargei 1W,, moze by przeprowadzone "rzens#iczo” lub "z btyskiem”.
Dobrze jest zrozumiei przyswot sobie oba sposoby.

Sposdéb rzemié&lniczy. Jasne, z&/;, = Wy, = W3 =0, W, = 1. Te robwndci
dostarczaja bazy indukcji, do ktérej teraz przechodzimy.

Wyobrazmy sobie, ze do danyehpunktow A;, A,, ..., A, (wtejkolejndsci) doktadamy
(n+ 1)-szy punkt A pomiedzy punktyA; i A,, zobacz rysunek 3.

Ak-l Ak
. y Ak+l
4 '
An—l
Rys.3 4 Rys. 4
Al‘l
Liczymy ilo&€ (wewnetrznych) punktow przeciecia dowolnej ciecivlyl, z pozostatymi cie-
ciwami A;A;. Poniewaz po jednej stronie cigciwyA;, leza punktyA,, A,, ..., Ay_1, apo
drugiej punkty Ax.q, ..., A,_1, A,, wiec cieciwvaAA, przecina sie z
(k—1)(n—k)

cieciwami A;A,+1_;, dlai=1,2, ... . k—1,j=1,2, ... ,n—k. Patrzacw ten sposob na

kolejne cieciwy AA;, dlak =1, 2, ... ,n, widzimy wigec, ze
= n
Wypir =W —1D(n—Fk) =W : 7
wr =Wt D (k== k) =W+ (3) ()

Ostatnia réwn& moze by prosto udowodniona przez indukcje. Poréwnujac fundamentalna

wlasnat trojkata Pascala:
n+1l\ (n L n
k \k kE—1



4

(przy k = 4) zréwndscia (7), z najwyzsza tatvegia dowodzimy przez indukcje, ze

W, = (Z) (8)

SposOb z btyskiem. Dowolna czwérka punktdow okregu wyznatdadnie
jeden wewnetrzny punkt przecigcia odpowiednich cieciw, zobacz rysunek 4. Wobed/tggo,
jest doktadnie rowna ileci czteroelementowych podzbioréw zbiondelementowego. Zatem
rowncst (8) jest prawdziwa.

Ostatecznie, dzieki rowrsgiom (5), (6) i (8), mamy:

Odpowiedz do zadania 0goineg®,, = 1 + (3) + (7).
Odpowiedz O1; =1+ (%) + (}}) = 1+ 55 + 330 = 386.



