2. ZADANIA TEKSTOWE

Zadanie 1. Dany jest zbior
X ={1, 11, 21, 31, ... ,1991, 2001, 2011}

sktadajacy sie z wyrazéw ciagu arytmetycznego+ 10n)o<,<201. P0dzbior A zbioru X
nazwiemypodzbiorem taskawyngdy spetnia warunek: jezeli, b € A, to a + b # 2012.
Wyznaczy ilos¢ podzbioréw taskawych.

Rozwiazanie. Niech &, = {10k — 9, 2021 — 10k}, dla k = 1, 2, ... ,101, beda
dwuelementowymi podzbiorami zbiord'. Zbiér X’ jest suma zbiorowx):

X ={1,2011} U {11, 2001} U ... U {991, 1021} U {1001, 1011}. (1)

Poniewaz suma dwaoch liczb nalezacych do kazdego skladnika powyzszej sumy zbiorow jest
rowna 2012, wiec jest jasne, ze podzbidr taskamig moze zawierajednoczénie obu elemen-

tow zadnego skfadnika’,, sumy (1). Poniewaz suma (1) mal skkadnikéw, wiec podzbior
laskawy nie moze miewiecej niz101 elementéw. Jasne jest tez, ze kazdy podzblée X,

ktory ma doktadnie jeden element wspolny z kazdym sktadnikiem sumy (1) jest podzbiorem
taskawym.

Zgodnie z powyzsza analiza, kazdy podzbidr taskawy jest wyznaczony jednoznacznie przez
wybdr dowolnego podzbiord C {1, 2, ... ,101} i dowolnej funkcji f : I — {1, 2}.
PodzbiérI zawiera numery tych podzbiorow),, z ktérych bedziemy wybierali elementy do
podzbioru taskawego4, a f(j) = 1 dla j € I, wtedy i tylko wtedy, gdy.A N X; zawiera
pierwszy element zbioruX; i f(j) = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy A N X; zawieradrugi
element zbioruX;. Wobec tego, wszystkich podzbiorow taskawych jest
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bo i-elementowych podzbiorow zbioru 101-elementowego jest doktadnie?'), a funkcii f
okreslonych nai-elementowym zbiorzd i przyjmujacych wartéci w zbiorze2-elementowym
jest doktadnie2?, zobacz na przyktadiROM T1.1.1]. Druga réwn&t wynika z twierdzenia o
dwumianie, zobacz na przyktad&fOM (1.33)].

Uwaga. Nieco préciej mozna rozumovianastepujaco: il wszystkich podzbioréw
laskawych réwna jest doktadnie mocy zbioru wszystkich funkcji

g:{1,2, ...,101} — {0, 1, 2}.
Przy tym bijekcjag <—— A wyzanczona jest przez zale&w
ANX, =2 <= g(k) =0,
ANX, = {10k -9} <— g(k)=1,
AN, = {2021 — 10k} <= g(k)=2.
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Poniewaz zbiér wszystkich funkcji ma moc3'%!, zobacz [KOM T1.1.1], wiec i podzbioréw
taskawych jest31oL,

Zadanie 2. PunktO jestsrodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokatmym BC'.
Zalozmy, ze prostd - przecina okrag opisany na trojkacie ABO w punktachA i P, a
prostalgc przecina okrag opisany na tréjkacise ABO w punktachB i (). Udowodn€, ze
prostelco 1 lpg sa prostopadte.

Rozwiazanie. Mozliwe sa cztery przypadki(l) punkty P i @) leza na zewnatrz
bokow CA i CB, (2) punkt P lezy na zewnatrz bok' 4, a punkt@ lezy na bokuCB,
(3) punkt P lezy na bokuCA, a punktQ lezy na zewnatrz bokd'B, (4) oba punkty P i
() leza na odpowiednich bokach.

e przyp. (2)

Oznaczmy przezD punkt przecigcia prostycho i I[pg. Pokazujemy, ze tréjkatC' PD
jest tréjkatem prostokatnym. Rozumujemy w przypadkaclil) i (2), pozostate pozosta-
wiamy Czytelnikom.

(1) Poniewaz czworokatd PQ)B jest czworokatem cyklicznym (wpisywalnym w okrag),
wiec

m(XDPC) = m(X£QPA) =180° — m(XQBA) = m(XABC) = . (2)

Kat < ABC jest katem wpisanym w okradC, apc Opisany na trojkacieAABC. Katem
Srodkowym w tym okregu opartym na tym samym tuku AC'. Z twierdzenia o kacie wpisa-
nym i kaciesrodkowym, patrz na przyktaddEQ T1.19], wnioskujemy, zem (< AOC) = 20.
Bilans katow w trojkacie rownoramiennymdy AOC' daje

m(£PCD) = m(¥ACO) = %(1800 —m(£COA)) = %(180" —98) = 90° — 8.
To i rbwncst (2) daja:
m(£CDP) = 180° — m(¥DPC) — m(£PCD) = 180° — § — (90° — 3) = 90°.

Zatemlico L po.
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(2) W tym przypadku, od razu z twierdzenia Apolloniusza o réasikatéw wpisanych
opartych natym samym tuku, patrz na przykt€elfO T1.20], wnioskujemy, zem(<CPD) =
(. Pozostata c&e rozumowania jak wyze;.
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