ODPOWIEDZI i ROZWIAZANIA

1. W ptaszczyZnie danych jest 2013 prostych, sposrdd ktérych £ jest rownolegtych do prostej
x = 0, pozostate sa rownolegte do prostej x = y. Oznaczmy przez S(k) ilo$¢ obszaréw, na ktére te
proste dziela ptaszczyzne. Wéwczas

TAK... S(7) = S(2006)
WNIE... S(k)= k(2013 — k) dlakazdego k =1, 2, ... 2012
..NIE.... suma S(0)+ S(1)+ ... 4+ 5(2013) daje reszte 2 z dzielenia przez 4

2. Funkcja f: R — R dana jest wzorem f(u) = cos 57.>. Wowczas

..NIE.... najmniejsza wartoscia funkcji f jest \/5/2
...TAK.... f jest funkcja parzysta
..NIE.... najwigksza wartoscia funkcji f jest 1

3. Ciag nieskoniczony (a,) zadany jest przez a, = [n —+/n| dlan=1, 2, .... Wowczas

..TAK.... ciag (a,) jest ciagiem niemalejacym

...TAK.... ciag (a,) przyjmuje kazda nieujemna wartos¢ catkowita

..TAK.... a; = ar; wtedy i tylko wtedy, gdy £ jest kwadratem liczby catkowite]

4. Oznaczmy przez W zbidr wszystkich wielomianéw ag+a; X +ax X?+ ... +a, X", ktérych
wspétczynniki a; naleza do zbioru {—1, 0, 1}. Wéwczas

..NIE.... w zbiorze W jest doktadnie 3"*! wielomianéw stopnia n

..TAK.... istnieje co najmniej 2013 takich wielomianéw f € W, ze f(2) = —2013

..TAK.... dlakazdego a € Z istnieje dokladnie jeden taki wielomian f € W, ze f(3) =a

5. Funkcja wielomianowa f, : R — R dana jest wzorem f,(z) = 2 + ax. Wowczas

..NIE.... f, jest funkcja rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy a > 1
..NIE.... f, jestfunkcja nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0
...TAK.... f, ma trzy r6zne miejsca zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0

6. Pewna wysokoS¢ tréjkata 77 dzieli go na dwa tréjkaty 75 i T3 podobne do 7;. Niech D,
i R; oznaczaja (odpowiednio) pole kota wpisanego w tréjkat 7; i promieri okregu opisanego na 7;
dla j =1, 2, 3. Wéwczas

.TAK... R}=R3+ R?

.NIE... D}= D3+ D3

...TAK.... tréjkat 77 jest tréjkatem prostokatnym

7. Mamy 5 koloréw ponumerowanych liczbami 0, 1, 2, 3, 4. Malujemy nimi punkty kratowe

na ptaszczyznie tak, ze punkt (x, y) otrzymuje kolor k-ty, gdzie k jest reszta z dzielenia liczby
3r +y przez 5. Wowczas



..NIE.... najmniejsza niezerowa odlegtos¢ migdzy punktami jednego koloru wynosi 5
...TAK.... pole réwnolegtoboku o wierzchotkach jednego koloru jest liczba catkowita

...TAK.... jezeli na pewnej prostej leza punkty koloréw 0 i 1, to na tej prostej lezy co naj-

mniej jeden punkt koloru 2
8. Jezeli 7, jesttréjkatem, to przez 7,,1 oznaczamy tréjkat, ktérego trzema bokami sa odcinki
przystajace do trzech Srodkowych tréjkata 7,,. Wtedy dla dowolnego tréjkata 7; o polu réwnym 1
..NIE.... trdjkaty 77 i 7> sa podobne
...TAK.... tréjkaty 77 i T3 sa podobne
..NIE.... suma pdl trojkatéw Ty, Ta, ... , Ta13 jest mniejsza niz 3,99

9. Szesciokat wypuklty S = A; A, A3ALA5Ag jest taki, ze pola wszystkich szesciu tréjkatéw
AA;_1A;A ;4 saréwne (indeksy liczymy modulo 6). Wéwczas

..NIE.... przekatne gtéwne A;A,, AsAs, A3Ag przechodza przez jeden punkt
..NIE.... pole szesciokata S jest dwa razy wigksze niz pole tréjkata A A; A4 Ag
..NIE.... szeiciokat S jest foremny

10. Niech n € Z. Oznaczmy przez P(n) zbiér wszystkich liczb pierwszych, ktdre daja si¢
przedstawié w postaci z2 + ny? dla pewnych liczb calkowitych x, y. Wéwczas

...TAK.... zbiér P(0) jest zbiorem pustym
..NIE.... zbiér P(—1) jest zbiorem skoficzonym

..NIE.... liczba 13 jest jedyna liczba zbioru P(1) N IP(—1)

11. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniaja warunek abc = 1. Wéwczas

.NIE... a+b+c>3
.NIE.... ab+bc+ca>3
LTAK.... a?+ b2+ >3

12. Funkcja f: R — R zadana jest nastgpujaco: f(kn/2) = —k? dla kazdej liczby catkowitej
k iwzorem f(z) =tgx +ctge dla x & {kn/2: k € Z}. Wéwczas

..NIE.... funkcja f jest funkcja parzysta
..TAK.... réwnanie f(z)= 2 ma nieskonczenie wiele rozwiazan

..NIE.... réwnanie f(z)= —4 ma doktadnie dwa rozwiazania w liczbach rzeczywistych

13. Przez ¢(n) oznacza si¢ ilo$¢ liczb naturalnych < n i wzglednie pierwszych z n (n € N).
Woéwcezas

..NIE.... ciag (¢(n)),>1 jest ciagiem rosnacym

..TAK.... jezeli p jestliczba pierwsza, to p(p?°13) > p?012

..TAK.... istnieje nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze 2p(n) < n



14. Niech |x| oznacza czes¢ catkowitq liczby rzeczywistej =, a {x} = x — || oznacza czes¢
utamkowq liczby x. Wéwczas

. TAK.... [{z}]| = {|z]} dlakazdejliczby rzeczywistej x

LNIE.... {|z|} = |[{z}| dlakazdej liczby rzeczywistej x

.NIE.... {—z} = —{z} dlakazdej liczby rzeczywistej x

15. Niech [z]| oznacza najmniejsza liczbe catkowita wigksza badZ réwna x (tzw. sufit liczby
z € R). Niech (z) = min(z — |z, [2] — z). Wéwczas

..TAK.... funkcja dana wzorem c(z) = 1 — 4(x) jest parzysta funkcja okresowa

..TAK.... funkcja dana wzorem s(z) = 1 — 4(x — 1) jest nieparzysta funkcja okresowa

LTAK.... |e(z) + s(z)| <1 dla s(z), ¢(x) okreSlonych powyzej i kazdego = € R

16. Dtugosci bokéw i promien okrggu wpisanego pewnego trdjkata prostokatnego 7 sa liczbami
wymiernymi. Wowczas

..TAK.... pole tréjkata T jest liczba wymierna
...TAK.... dlugos¢ co najmniej jednej Srodkowej tréjkata T jest liczba wymierna
...TAK.... promien okrggu opisanego na 7 jest liczba wymierna

17. Rozwazmy réwnanie x + y = 2013. Wéwczas réwnanie to ma

..NIE.... dokfadnie 2013 rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich
..NIE.... skonczenie wiele rozwiazan w liczbach catkowitych

..TAK.... skonczenie wiele takich rozwiazan (z,y), ze 2013z i 2013y sa liczbami

naturalnymi

18. Dziesig¢ mniszek (Lymantria monacha): Adoracja, Banicja, Celebracja, Dominacja, Emocja,
Fiksacja, Gradacja, Halucynacja, Indoktrynacja i Kasacja siedzi na dlugim drucie we wskazanej kolej-
nosci. Ruch polega na tym, ze dwie z nich zamieniaja si¢ miejscami. Ponadto, wykonujac pewna ilos$¢
ruchow w ciagu jednej sekundy potrafia si¢ one ustawi¢ w dowolnie wybranej kolejnosci. Wowczas

..NIE.... moga si¢ one dobra¢ w pary na (1) (5)(3)(;) sposobéw

...TAK.... moga one, wykonawszy doktadnie 2013 ruchéw, ustawic si¢ w kolejnoSci odwrot-
nej do kolejnosci poczatkowej, czyli w kolejnosci K IHGFEDCBA

..NIE.... w ciagu jednego miesiaca moga zaprezentowac cierpliwemu widzowi wszystkie

mozliwe permutacje

19. Ciag (an,)n>0 jest okreslony nastgpujaco: ap = 2 oraz a,.; jest réwne reszcie z dzielenia

ay+ay + ... +a, przez 7. Wyrazy a; traktujemy jak kolejne cyfry dziesigtne nieskonczonego
rozwnigcia ag, ajasag ... liczby rzeczywistej o. Wowczas
..NIE.... liczba « jest niewymierna

...TAK.... liczba « jest wymierna



.NIE.. a=9/4

20. Sfera S przecina o§ Oz prostokatnego uktadu wspéirzgdnych w punktach x; = 3 i 29 =4,
o§ Oy w punktach y; = 6 1 yo = b, a 0§ Oz w punktach z; = 12 i 2z, = c¢. Pewna prosta
przechodzaca przez poczatek uktadu wspétrzednych jest styczna do sfery S w punkcie A. Wéwczas

..NIE.... bc=3
..NIE.... dlugos¢ promienia sfery S wynosi 2v/13
..TAK.... odlegtosé¢ punktu A od punktu (0, 0, 0) wynosi 2v/3

ZADANIE 1. Dany jest odcinek AB o dhugosci 1. Niech I' oznacza ustalong pétptaszczyzne o
krawedzi AB. Rozwazmy rodzing wszystkich takich tréjkatéow AABC, ze C € T' i m(¥XACB) =
90°. Niech I oznacza Srodek okrggu wpisanego w trojkat AABC. Udowodnié, ze wszystkie tak
otrzymane punkty / leza na jednym okregu. Wyznaczy¢ promien tego okregu.

Rozwiqzanie. Udowodnimy lemat:

LEMAT. Dwusieczna kata <C' tréjkata AABC' przecina okrag opisany na tym trojkacie w
punktach C' i Cy. Woéwczas: (1) punkt Cy jest srodkiem tuku @ (2) zachodzg rownosci
|CyA| = |Cyl| = |CyB|, gdzie I oznacza srodek okregu wpisanego w trojkat AABC.

Dowaod. Teza (1) jest wnioskiem z twierdzenia sinuséw: |CyA| = 2Rsinvy/2 = |CyB|. Dla
dowodu tezy (2) wykonujemy bilans katow:

m(LAIC,) = m(XICA) +m(XIAC) = % + — =m(XBACy) + m(XIAB) = m(<1ACy).

|2

[Pierwsza rownos$¢ wynika z twierdzenia o kacie zewngtrznym (w tréjkacie AIC A), druga rownosé
wynika z faktu, ze ha; i hey; sa dwusiecznymi, trzecia z faktu, ze h4; jest dwusieczng i z twier-
dzenia Apolloniusza o réwnosci katéw wpisanych <XBCCy; i £{BACy, a czwarta jest oczywista. ]
Wobec tego, na mocy pons asinorum, trojkat AAIC,; jest rtOwnoramienny. Podobnie dowodzimy, ze
trojkat ABICy jest rtéwnoramienny. P>

Z tego lematu natychmiast wynika teza zadania: wszystkie punkty [ leza na okrggu K =
K(C4, |C4A|). Ponadto, poniewaz w naszym przypadku AABC, jest prostokatny réwnoramienny,
wiec promieni okregu K jest réwny v/2/2. 4

ZADANIE 2. Oznaczmy przez VW, zbidr wszystkich stéw n-literowych zbudowanych z liter
a, b, c bez fragmentéw aaa, bbb ani ccc. Wyznaczy¢ ilo$¢ elementéw zbioru Ws.

Rozwiqzanie. Oznaczmy przez w, ilo$¢ elementéw zbioru W,. Poniewaz jest jasne, ze
W, ={a, b, ¢} 1 Wy = {aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc}, wigc mamy w; = 3 i we = 9. Niech
wiec n > 3. Oznaczmy przez D,, podzbidr zbioru W, skladajacy si¢ ze stow o dwoch réznych (dif-
ferent) ostatnich literach, a przez &, podzbidér zbioru W, sktadajacy si¢ ze stéw o dwoéch réwnych
(equal) ostatnich literach. Niech d,, = |D,|, e, = |E,|. Oczywiscie d; =3, e =0, dy =6, e =3
i w, =d, + e, dlakazdego n € N. Chwila zastanowienia pozwala napisa¢ réwnosci:

Ent+1 = dn

{dn—i-l = 2dn + 2671’

Stad z tatwoscia wykazujemy, ze ciag (w,) speilnia réwnanie rekurencyjne wy, 1o = 2w, 11 + 2w,.
Warunki poczatkowe w; = 3, wy = 9 pozwalaja wyznaczyé ws = 3672. To jest odpowiedz! €



