LIV MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE

09.03.2013 godz. 11.00 - 14.00

I. TEST!

1. W plaszczyznie danych jest 2013 prostych, sposréd ktérych k jest rownoleglych do prostej
x = 0, pozostate sa réwnolegte do prostej = = y. Oznaczmy przez S(k) iloS¢ obszaréw, na ktére te
proste dziela ptaszczyzng. Wowczas

.......... S(7) = S(2006)
.......... S(k) = k(2013 — k) dlakazdego k =1, 2, ... ,2012
.......... suma S(0) + S(1) + ... + 5(2013) daje resztg 2 z dzielenia przez 4

2. Funkcja f: R — R dana jest wzorem f(u) = cos 5- Wéwcezas

3+ u
.......... najmniejsza warto$cia funkcji f jest v/3/2
.......... f jest funkcja parzysta

.......... najwigksza wartoscia funkcji f jest 1

3. Ciag nieskoniczony (a,) zadany jest przez a, = [n —+/n| dlan =1, 2, .... Wowczas

.......... ciag (a,) jest ciagiem niemalejacym

.......... ciag (a,) przyjmuje kazda nieujemna warto$¢ catkowita

.......... ap = apy1 wtedy i tylko wtedy, gdy £ jest kwadratem liczby catkowite]

4. Oznaczmy przez W zbiér wszystkich wielomianéw ag+a; X + a2 X?+ ... +a, X", ktérych
wspétezynniki a; naleza do zbioru {—1, 0, 1}. Wéwczas

.......... w zbiorze W jest dokladnie 3"*! wielomianéw stopnia n

.......... istnieje co najmniej 2013 takich wielomianéw f € W, ze f(2) = —2013

.......... dla kazdego a € Z istnieje dokladnie jeden taki wielomian f € W, ze f(3) =a

5. Funkcja wielomianowa f, : R — R dana jest wzorem f,(z) = z° + ax. Wéwczas

.......... fa jest funkcja rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy a > 1
.......... fa jest funkcja nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0

.......... fo ma trzy rézne miejsca zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0

"W zadaniach testowych podano trzy (na ogot logicznie niezalezne) warianty tezy. Nalezy rozstrzygngé prawdzi-
wos¢ kazdego z wariantow i wpisa¢ stowo TAK lub stowo NIE w miejscu zaznaczonym kropkami. Zadania testowe
punktowane sg nastgpujaco: 1 punkt za kazda poprawng odpowiedZ, 0 punktéw za brak odpowiedzi, —1 punkt za
odpowiedZ niepoprawng i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi w jednym zadaniu.



6. Pewna wysokos¢ trojkata 7, dzieli go na dwa tréjkaty 7, i T3 podobne do 7;. Niech D;
i R; oznaczaja (odpowiednio) pole kota wpisanego w tréjkat 7; i promieri okregu opisanego na 7;
dla 7 =1, 2, 3. Wowczas

.......... R} = R+ R3
.......... D3} = D3+ D3

.......... tréjkat 7 jest trojkatem prostokatnym

7. Mamy 5 koloréw ponumerowanych liczbami 0, 1, 2, 3, 4. Malujemy nimi punkty kratowe
na plaszczyznie tak, ze punkt (x, y) otrzymuje kolor o numerze bedacym reszta z dzielenia liczby
3x +y przez 5. Wowczas

.......... najmniejsza niezerowa odlegtos¢ miedzy punktami jednego koloru wynosi 5
.......... pole réwnolegtoboku o wierzchotkach jednego koloru jest liczba catkowita

.......... jezeli na pewnej prostej leza punkty koloréw 0 i 1, to na tej prostej lezy co najmniej
jeden punkt koloru 2

8. Jezeli 7, jesttréjkatem, to przez 7,1 oznaczamy tréjkat, ktérego trzema bokami sa odcinki
przystajace do trzech Srodkowych tréjkata 7,,. Wtedy dla dowolnego tréjkata 7; o polu rownym 1

.......... tréjkaty 77 1 75 sa podobne
.......... tréjkaty 77 i T3 sa podobne

.......... suma pol tréjkatow Ty, To, ... , To013 jest mniejsza niz 3,99

9. Szesciokat wypukty S = A; A, A3A4 A5 Ag jest taki, ze pola wszystkich szedciu tréjkatow
AA;_1A;Aj 4, saréwne (indeksy liczymy modulo 6). Wéwczas

.......... przekatne gtéwne A, Ay, AsAs, A3Ag przechodza przez jeden punkt
.......... pole szesciokata S jest dwa razy wigksze niz pole trojkata A A AgAg

.......... szeSciokat S jest foremny

10. Niech n € Z. Oznaczmy przez P(n) zbiér wszystkich liczb pierwszych, ktére daja si¢
przedstawi¢ w postaci 22 + ny? dla pewnych liczb catkowitych z, 7. Wéwczas

.......... zbidér P(0) jest zbiorem pustym

.......... zbiér P(—1) jest zbiorem skoficzonym

.......... liczba 13 jest jedyna liczba zbioru P(1) NP(—1)

11. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniaja warunek abc = 1. Wowczas
.......... a+b+c>3

.......... ab+bc+ca>3
.......... a’?+b>+c2>3



12. Funkcja f: R — R zadana jest nastepujaco: f(kn/2) = —k? dla kazdej liczby catkowitej
k iwzorem f(x) =tgx +ctge dla x & {kn/2: k € Z}. Wéwczas

.......... funkcja f jest funkcja parzysta
.......... rownanie f(z) = 2 ma nieskonczenie wiele rozwigzan

.......... réwnanie f(z) = —4 ma doktadnie dwa rozwiazania w liczbach rzeczywistych

13. Przez ¢(n) oznacza sig ilo$¢ liczb naturalnych < n i wzglednie pierwszych z n (n € N).
Woéwczas

---------- ciag (¢(n)),>1 jest ciagiem rosnacym
.......... jezeli p jest liczba pierwsza, to p(p'!3) > p2012

.......... istnieje nieskoniczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze 2p(n) <n

14. Niech |x| oznacza czes¢ catkowitq liczby rzeczywistej =, a {x} = x — || oznacza czes¢
utamkowq liczby x. Woéwczas

.......... [{z}| = {|x]} dlakazdej liczby rzeczywistej x
.......... {|z|} = |{z}| dlakazdej liczby rzeczywistej x
.......... {—x} = —{x} dlakazdej liczby rzeczywistej x

15. Niech [z]| oznacza najmniejsza liczbe catkowita wigksza badZ réwna x (tzw. sufit liczby
z € R). Niech (x) = min(z — |z], [z] — ). Wéwczas

.......... funkcja dana wzorem c(x) = 1 — 4(x) jest parzysta funkcja okresowa

.......... funkcja dana wzorem s(z) =1 — 4(x — 1) jest nieparzysta funkcja okresowa

.......... le(x) + s(z)] < 1 dla s(x), c¢(z) okreslonych powyzej i kazdego x € R

16. Dtugosci bokow i promien okregu wpisanego pewnego trojkata prostokatnego 7 sa liczbami
wymiernymi. Wéwczas

.......... pole trojkata 7 jest liczbg wymierna
.......... dtugos¢ co najmniej jednej Srodkowej tréjkata 7 jest liczba wymierna

.......... promien okregu opisanego na 7 jest liczba wymierna

17. Rozwazmy réwnanie = + y = 2013. ROwnanie to ma

.......... doktadnie 2013 rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich
.......... skoniczenie wiele rozwiazan w liczbach catkowitych

.......... skoriczenie wiele takich rozwigzan (z,vy), ze 2013z i 2013y sa liczbami

naturalnymi



18. Dziesi¢¢ mniszek (Lymantria monacha): Adoracja, Banicja, Celebracja, Dominacja, Emocja,
Fiksacja, Gradacja, Halucynacja, Indoktrynacja i Kasacja siedzi na dtugim drucie we wskazanej kolej-
nosci. Ruch polega na tym, ze dwie z nich zamieniajq si¢ miejscami. Ponadto, wykonujac pewna ilos¢
ruchow w ciagu jednej sekundy potrafia si¢ one ustawi¢ w dowolnie wybranej kolejnosci. Wéwczas

.......... moga si¢ one dobra¢ w pary na (120) (g) (g) (3) sposobow

.......... moga one, wykonawszy doktadnie 2013 ruchdéw, ustawié si¢ w kolejnosci odwrot-
nej do kolejnosci poczatkowej, czyli w kolejnosci: K IHGF EDC B A

.......... w ciggu jednego miesiaca moga zaprezentowal cierpliwemu widzowi wszystkie

mozliwe permutacje

19. Ciag (an,)n>0 jest okreslony nastgpujaco: ag = 2 oraz a,,; jest réwne reszcie z dzielenia
ap+ay + ... +a, przez 7. Wyrazy q; traktujemy jak kolejne cyfry dziesigtne nieskonczonego
rozwnigcia ag, ajasag ... liczby rzeczywistej o. Wowczas

.......... liczba « jest niewymierna
.......... liczba « jest wymierna

.......... a=9/4

20. Sfera S przecina o§ Oz prostokatnego uktadu wspétrzgdnych w punktach x1 = 3 i 29 =4,
o§ Oy w punktach y; = 6 1 yo = b, a 0§ Oz w punktach z; = 12 i 2z, = c. Pewna prosta
przechodzaca przez poczatek uktadu wspétrzednych jest styczna do sfery S w punkcie A. Wéwczas

.......... bc =3
.......... dhugos¢ promienia sfery S wynosi 2v/13
.......... odlegtosé punktu A od punktu (0, 0, 0) wynosi 2v/3

II. ZADANIA TEKSTOWE?

ZADANIE 1. Dany jest odcinek AB o dtugosci 1. Niech I' oznacza ustalona péiptaszczy-
zng o krawedzi AB. Rozwazmy rodzing wszystkich takich tréjkatéw AABC, ze C' € T' oraz
m(<XACB) = 90°. Niech I oznacza §rodek okregu wpisanego w trojkat AABC. Udowodnié, ze
wszystkie tak otrzymane punkty [ leza na jednym okrggu. Wyznaczy¢ promien tego okregu.

ZADANIE 2. Oznaczmy przez W, zbiér wszystkich stéw n-literowych zbudowanych z liter
a, b, ¢ bez fragmentéw aaa, bbb ani ccc. Wyznaczy¢ ilo$¢ elementéw zbioru Ws.

Uwaga. Uzywane oznaczenia: (1) N = {1, 2, 3, ...} — zbidr liczb naturalnych, (2) Z =
{...,=2,-1,0,1,2 ...} —zbidr liczb catkowitych, (3) Q zbiér liczb wymiernych, (4) R zbi6r
liczb rzeczywistych. Ponadto: (5) |z| — czg$é catkowita liczby rzeczywistej x, czyli jedyna taka
liczba catkowita, ze |z] < x < |x] + 1, (6) [y] — sufit liczby rzeczywistej y, zobacz zadanie
testowe 15, (7) {z} — czg$¢ utamkowa liczby rzeczywistej z, zobacz zadanie testowe 14.

POWODZENIA!!!

2Rozwiqzania zadari tekstowych nalezy zapisac na osobnych kartkach. Zadania tekstowe sa punktowane w skali
od 0 do 10 punktow.



