ROZWIAZANIA

1. ODPOWIEDZI DO ZADAN TESTOWYCH

1. Dla dowolnych zbioréw A, B, C' zachodzi réwnos¢

LTAK. (ANB)U(BNC)U(CNA)=(AUBUC)N(ANBNC(C),

TAK.. AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

.TAK.. AUu(BNC)=(AUB)N(AUC).
2. Wyrazenie abcdefg jest zapisem liczby naturalnej /' w systemie 7-kowym. W szczegdlnosci
cyfry a, b, ..., g saelementami zbioru {0, 1, ..., 6}. Wéwczas

..TAK.. 8|K wtedy i tylko wtedy, gdy 8|(a —b+c—d+e— f+g),

.NIE... 49|K wtedy i tylko wtedy, gdy 7|(f + g),

..TAK.. 6|K wtedy i tylko wtedy, gdy 6|(a +b+c+d+e+ f+g).

3. Dane sg liczby dodatnie u, w. Punkty A = (u, w, 0), B = (w, 0, w) i C' = (0, u, w) zadane
sa przez wskazane wspotrzedne w prostokatnym ukladzie wspétrzednych w przestrzeni. Wowczas
..NIE... trojkat AABC jest tréjkatem réwnobocznym wtedy i tylko wtedy, gdy v = w,
...TAK.. plaszczyzna ABC' jest réwnolegta do ptaszczyzny o rownaniu x + y + z = 0,

...TAK.. pole trojkata AABC' wynosi M
2(u + w)

4. Funkcja f : R — R dana jest wzorem f(x) = sinz - sincz, gdzie ¢ = 20, (14) (nieskon-
czony dziesigtny utamek okresowy). Wowczas

... TAK.. funkcja f jest funkcja okresowa,

...TAK.. funkcja f jest funkcja parzysta,

..NIE... réwnanie f(x)= 1 marozwiazania.

5. Funkcja f : R — R dana jest wzorem f(z) = min{|z — 2014|, |z + 2014|}. Wéwczas

..TAK.. istnieja doktadnie dwie wartosci x, dla ktérych f(z) = 0,
...TAK.. funkcja f jest funkcja parzysta,
1

..NIE... réwnanie f(r)= ;2 ma dokladnie cztery rozwiazania.

6. Zlozenie trzech symetrii osiowych plaszczyzny
...TAK.. jestizometria,
..NIE... moze by¢ translacja (przesunigciem) o niezerowy wektor,

...NIE... moze by¢ obrotem wokét pewnego punktu.

7. Suma kazdych dwoéch z danych trzech liczb catkowitych jest podzielna przez 14. Wowczas

...NIE... kazda z tych liczb jest podzielna przez 14,
..NIE... suma tych trzech liczb jest podzielna przez 14,
...TAK.. r6znica kazdych dwoch z tych liczb jest podzielna przez 14



8. Dla danego nieskoriczonego ciagu zbioréw (X,,), n =1, 2, ..., oznaczamy
ﬂ X, ={z: z € X, dlakazdegon}, U X, ={z: x € X, dlapewnegon}.

Zbiér () X,, nazywamy przekrojem lub iloczynem zbioré6w X, a zbiér | J X,, nazywamy sumgq
tych zbioréw. Przy tych oznaczeniach mamy:

LTAK. jezeli X, = (-1, 1)V, =[-1; 1] to N X, = Yo,

.TAK. jezeli X,, =[n; +00), to (| X, = &,
WNIE.. jezeli X, =[L;2—1] 10 J X, = [0; 2],

9. Dany jest tréjmian kwadratowy F(X) = X? +2014X — 1. Wéwczas

..NIE... F(X) ma dwa rézne pierwiastki bedace liczbami wymiernymi,

..NIE... F(X) nie ma pierwiastkow rzeczywistych,

.TAK.. jezeli o, 3 sa pierwiastkami tréjmianu F/(X), to =5 + % jest liczba catkowita.
10. Jezeli a = (a,) jest dowolnym ciagiem (liczbowym), to ciag d(a), ktérego n-tym wyrazem
jestréznica a,,1 — a, nazywa si¢ pochodnq ciagu a. Wéwczas

..TAK.. a jest ciagiem arytmetycznym <= d(a) jest ciagiem statym,

..NIE... a jestciagiem geometrycznym <= d(a) jest ciagiem arytmetycznym,

..NIE... a=d(a) <= a jest ciagiem geometrycznym

11. Dane s liczby rzeczywiste a > 0, § > 0. Wdwczas
..NIE... jezeli a+ 3 i af8 saliczbami wymiernymi, to obie liczby «, 5 sa wymierne,
..NIE... jezeli o+ [ i a8 sa liczbami catkowitymi, to obie liczby «, 3 sa catkowite,
..NIE... jezeli o™ + " sa catkowite dla kazdego n € N, to obie liczby «, [ sa catkowite.

12. Dany jest parametr rzeczywisty «. Rozwazmy réwnanie cos(ov — x) = 2014 cos acos .
Woéwczas

..NIE.. istnieje «, dla ktérego rOwnanie to nie ma rozwiazan,

..NIE.. istnieje «, dla ktérego rownanie to ma doktadnie 2014 rozwiazan,

...TAK. istnieje «, dla ktérego réwnanie to ma nieskoniczenie wiele rozwiazan.
13. Niech a, b, ¢ beda liczbami rzeczywistymi. Zal6zmy, ze wielomiany X? + aX? + bX + c,
X3+ bX?2+cX +a i X®+cX?+ aX + b majag wspdlny pierwiastek rzeczywisty £. Wéwczas

..TAK. jezeli £ =0,t0 a+b+c=0,

.NIE. a+b+c=—1,

..TAK. jezeli |[a —b|+ |b—c|+|c—a|] >0,t0o {=1.
14. Na ptaszczyZnie narysowano 2014 czworokatéw wypuktych. Boki kazdego z tych czworoka-
téw maja dhugosci ze zbioru {3 : 0 < k < 5}. Wéwczas

...NIE.. wszystkie narysowane czworokaty sa rownolegtobokami,

..NIE..  ws§réd tych czworokatéw sa co najmniej dwa podobne,

..NIE..  wsréd tych czworokatéw moze by¢ taki, ktérego kazdy bok ma inng dtugos¢.



15. Punkt M lezacy wewnatrz danego czworokata wypuktego ABC'D nazwiemy punktem mitym
czworokata ABC D, gdy Saapym = Sapem = Sacoym = Sapan. Wtedy

...TAK. jezeli punkt przecigcia przekatnych czworokata ABC'D jest jego punktem mitym, to
ABCD jest réwnolegtobokiem,

...TAK. kazdy deltoid ma punkt mity,
...NIE.. istnieje taki czworokat wypukty, ktéry ma wigcej niz jeden punkt mity.
16. Punkt G jest Srodkiem cigzkos$ci tréjkata 7, punkt [ jest Srodkiem okrggu wpisanego w
tréjkat 7, a punkt O jest Srodkiem okrggu opisanego na trojkacie 7. Wtedy, jezeli prosta k
..NIE.. dzieli tréjkat 7 na dwie czgsci o rownych polach, to G € k,
...NIE.. dzieli obwdd tréjkata 7 na dwie rowne czgsci, to [ € k,
..NIE.. przechodzi przez punkt O, to kN7 jest zbiorem niepustym.

17. Trojkat AABC' jest wpisany w okrag . Dwusieczna kata <C' przecina okrag K w punk-
tach C'i X. Wowczas

..NIE... CX jest$rednica okregu /C,
.TAK.. |AX]|=|BX|,
LTAK.. |AX|+ |BX| =2|IX]|, gdzie I jest srodkiem okrggu wpisanego w AABC.

18. Dany jest podzbiér
W={(z,y, 2) : |z —2013| + 2|y — 2014| + 3|z — 2015| < 6}

przestrzeni R3. Wéwczas
..TAK. WV jest oSmioScianem,
...TAK. W ma Srodek symetrii,
...NIE.. objetos$¢ zbioru VW wynosi 36.

19. Ciag (a,) nazywamy ciagiem typu QIQ, gdy jego wyrazy o wskaznikach nieparzystych sa
wymierne i wyrazy o wskaznikach parzystych sa niewymierne. Wéwczas

..NIE.. istnieje ciag arytmetyczny typu QIQ
...TAK. istnieje ciag geometryczny typu QIQ
...NIE.. suma dwoch ciagéw typu QIQ jest ciagiem typu QIQ

20. Dany jest zbior A = {n € Z : (n* + 1)|/(2013n + 2014)}, gdzie Z jest zbiorem liczb
catkowitych. Wéwczas

..TAK.. A jest zbiorem niepustym,
..NIE... jezelin€ A, to —n € A,

..NIE... A jest zbiorem nieskoficzonym.



2. ROZWIAZANIA ZADAN TEKSTOWYCH

ZADANIE 1. W tréjkacie AABC zachodza réwnosci m(<ICB) = 2m(XIBC) i
|BI| = |AC| (I oznacza Srodek okregu wpisanego w tréjkat AABC). Wyznaczy¢é m(£A).

Rozwiqgzanie. Pokazemy dwa sposoby rozumowania.

C Sposdb 1. Sytuacja jest przedstawiona na
rysunku. Dzigki twierdzeniu sinuséw w tréjka-
cie AABI mamy

IB|  |AB] ¢

sing  sin(XAIB)  sin (2 + %)

czyli, uwzgledniajac zatozenia |BI| = b oraz
A C B B = 3, otrzymujemy, dzigki elementarnej try-
gonometrii:

~y
= — COS— = — = C0S — =
siny 2 2sinjcosg 2

a b - (a B) _sinf v sin J

DO | —

Wobec tego, § = 30°, czyli m(XA) = 60°.

Sposéb 2. Zawodnik, ktéry prawidlowo C
rozwigzal zadanie 17 z testu moze wyznaczy¢
kat <A rozumujac nastgpujaco:

(1) czworokat AX BC' jest trapezem [to
wynika z réwnosci katéw naprzemianleglych
m(£CBA) = m(£XCB) = m(xXAB),
gdzie pierwsza réwnosS¢ wynika z zalozenia, a
druga z réwnosci katéw wpisanych opartych na 4
tym samym tuku].

(2) poniewaz |AC| = |X B| [wtasnos¢ tra-
pezu cyklicznego], wigc |X B| = |BI|.

(3) poniewaz jednoczesnie |XI| = |XB|
[zobacz test 17.3, lTub GEQ], wigc tréjkat X
ABXI jest rownoboczny.

(4) wiec m(XCAB) = m(XCXB) = 60°.

ZADANIE 2. Dany jest oSmiokat wypukty. Wybieramy pig¢ jego przekatnych, z kt6-
rych kazde dwie sa albo roztaczne albo maja tylko jeden punkt wspdlny bedacy wierzchotkiem
oSmiokata. Wyznaczy¢ iloS¢ mozliwych takich wybordéw.

Rozwiqzanie. Begdziemy rozumowac troche ogélniej. Oznaczymy przez E,, iloS¢ moz-
liwych wyboréw maksymalnego zbioru przekatnych w n-kacie wypuklym spetniajacych wa-
runek przecinania si¢ co najwyzej w wierzchotku n-kata. [Latwo uzasadnic, ze takich przekat-
nych jest doktadnie n — 3 1 ze dziela one ten n-kat na n — 2 tréjkatow, oraz ze kazdy bok
n-kata jest bokiem dokladnie jednego z tych tréjkatow.]



Znajdziemy réwnanie rekurencyjne, jakie spetnia ciag (F,). Ustalmy w tym celu bok
A, A, wielokata A1 As ... A,. W kazdym z rozwazanych podziatow tego wielokata za pomoca
przekatnych, bok A, A; jest bokiem pewnego trjkata 7 = AA; Ay A, gdzie k € [2, n—1]
jest jednoznacznie wyznaczonym indeksem. Poniewaz z jednej strony tréjkata 7 mamy k-kat
(wypukly) A; A, ... Ag, ktéry mozna podzieli¢ na Ej sposobdw, zas z drugiej strony tréjkata
T mamy (n — k + 1)-kat wypukty ApAg.;...A,, ktéry mozna niezaleznie podzieli¢ na
E, k11 sposobow, wigc mamy réwnosé

E,.=E, 1 +E, 2o+ E, 3E4+ ... + B4y, 3+ E, o+ FE, 4, (D
co, dla n = 8, daje réwnos¢:

Eg - E7 + E6 + E5E4 + E4E5 + Eﬁ + E7 == 2E7 + 2E6 + 2E5E4,

zobacz rysunek.

OIS

Analogicznie znajdujemy:
E; =2F¢+2F5+ E,E,, FE¢=2F;+2F;, E;=2FE,+ 1. 2)
Poniewaz jest jasne, ze E3 =1, E; = 2, wigc mozemy wyliczaC kolejno:
Es =5, Eg =14, By = 42,

i, ostatecznie, Fg = 132. To jest odpowiedz.



