ODPOWIEDZI DO ZADAN TESTOWYCH

1. Niech A = {(z, y) € RxR: 3*+4% = 5Y} bedzie zbiorem rozwiazan réwnania 3* +4% = 5Y
w liczbach rzeczywistych. Wéwczas

TAK zbiér A izbiér N x N maja wspdlne elementy,

TAK zbior A jest zbiorem nieskoriczonym,

TAK dlakazdego x € R istnieje doktadnie jedno takie y € R, ze (z, y) € A.

2. Oznaczamy przez |X| liczbe elementéw skonczonego zbioru X. Woéwezas, dla dowolnych
zbioréw skonczonych A, B, C' zachodzi réwnos¢:

NIE [|AUBUC|=|A|+|B|+|C|-]AnBNC|,
NIE |[(ANB)NC|=IA|—-|B|+|C],
TAK |[(ANB)U(BNC)U(CNA)|=]ANB|+|B~NC|+|C\A.

3. Niech p, ¢ > 10 bgda réznymi liczbami pierwszymi. Wowczas

NIE /p+ q jest liczba niewymierna,
TAK /pq jestliczba niewymierna,
TAK p,/q + q./p jestliczba niewymierna.
4. Dany jest zbior A = {2¥3!: k, 1 =0, 1,2, ...}. Wéwczas
TAK zbiér A zawiera nieskonczenie wiele roztacznych podzbioréw czteroelementowych
postaci {a, a + 7, a+ 2r, a+ 3r},
NIE istnieje 2015 ciagdéw geometrycznych, ktérych wyrazy wyczerpuja zbior A,
TAK zbiér AN{1, 2, ... ,2015} maco najmniej 31 element6w.

5. Niech ABCD bgdzie czworokatem (niekoniecznie wypuktym). Niech E, F, G, H beda
Srodkami jego kolejnych bokéw. Wowczas

NIE jezeli EFGH jest réwnolegtobokiem, to ABCD jest réwnolegtobokiem,
NIE jezeli EFGH jestrombem, to ABCD jest prostokatem,
NIE jezeli EG L FH, to ABCD jest deltoidem.

6. Dlaliczb m, n € Z (calkowitych dodatnich) oznaczmy A =" i B = % Witedy

NIE istnieja takie m, n € Z~, ze A = B,

NIE istnieja takie m, n € Z+, ze 2A = B,

TAK dla wszystkich m, n € Z-, zachodzi réwnosé |A — /2| + |B — v/2| = |A — B.
7. Dane sa dwa ciagi arytmetyczne (a,) i (b,) o réznicach r, # 0 i r, # 0, przy czym dla
pewnego k € N zachodza rownosci a; = by 1 agi20014 = brao016. Wtedy

TAK iloraz r,/r;, jest liczbg wymierna,

TAK istnieje taki indeks n, ze a,b, > 2015,

TAK istnieje taki indeks n, ze |a, — b,| > 2015.



8. Wielomian F(X) = ap+ a1 X + as X? + a3 X3 + a4, X* + a5 X® ma wspélczynniki rzeczywiste
i dla kazdej liczby = € R spetnia nieréwnosci F'(xz) > 2z + 3 i F(x) > —2x + 3. Wéwczas
NIE a5 >0,
NIE ay =3,
TAK a9+ as +ag > 5.

9. Istnieje taka liczba pierwsza p, ze

TAK p + 8 jest szeScianem liczby naturalnej,
TAK p? — 8 jest szeScianem liczby naturalnej,

NIE p? + 1 jest czwarta potega liczby catkowitej.

10. Tréjkat AABC ma boki o dlugosciach a = 91, b = 60, ¢ = 109. Wéwczas
NIE trojkat AABC jest ostrokatny,
TAK promien okrggu wpisanego w ten tréjkat jest rowny 21,
NIE promien okregu opisanego na tym trdjkacie jest wigkszy niz 55.

11. Niech f: R — R bedzie funkcja zadang przez f(x) = ||z]| — ||z|| (wartos¢ bezwzgledna
podtogi minus podtoga wartosci bezwzglednej). Wowczas

NIE funkcja f jest funkcja okresowa,
TAK funkcja g dana wzorem ¢(z) = f(x) — f(—x) jest funkcja nieparzysta,
TAK funkcja h dana wzorem h(x) = f(x) + f(—z) jest funkcja okresowa.

12. Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, przy czym a; = —14, as = 5. Woéwczas

TAK pewne dwa kolejne wyrazy ciagu (a,) sa kwadratami liczb catkowitych,

NIE pewne trzy Kolejne wyrazy ciagu (a,) sa kwadratami liczb catkowitych,

TAK istnieje nieskoniczenie wiele takich n € N, ze a,, jest kwadratem.
13. W przestrzeni 3-wymiarowej dany jest trjkat 7 = AABC. Jego rzutami na ptaszczyzny
Ozy, Oyz 1 Ozx prostokatnego uktadu wspétrzednych Ozyz sa tréjkaty 7., 7, i 7,. Pola
tréjkatéw T, T,, T, sa réwne. Wowczas

NIE taki trojkat nie istnieje,

NIE tréjkat 7 jest rownoboczny,

TAK, jezeli punkt P = (a, b, ¢) jest rzutem prostokatnym punktu (0, 0, 0) na ptaszczyzne

trojkata T, to |a| = |b] = |c|.

14. W podstawie AABC czworoscianu ABC'S dany jest taki punkt P, ze objetosci czworo-
Scianéw ABPS, BCPS i CAPS sardéwne. Wowczas

NIE punkt P jest spodkiem wysokosci czworoScianu opuszczonej z wierzchotka S,
NIE odlegtosci punktu P od $cian ABS, BC'S i C'AS saréwne,
TAK zachodzi réwnos¢ 2|AC|? + 2|BC|? — |AB|* = 9|C'P|*.



15. Funkcja f: R — R dana jest wzorem
f(@) = |z —a[ + [z = bl + |z — [ + [z —d],

gdzie a < b < ¢ < d sa zadanymi liczbami rzeczywistymi. Niech m begdzie minimalng wartoscia
funkcji f. Wowczas
at+d
NIE [ (55) =m.
TAK funkcja f przyjmuje warto$¢ m dla nieskonczenie wielu argumentéw =,
NIE istnieja takie stale A > 0, B, C, ze Az*> + Bz + C < f(z) dlakazdego » € R.

16. Wiadomo, ze liczba 2011 jest liczbg pierwsza. Wobec tego istnieje doktadnie jedna taka para
liczb naturalnych z, y, ze

TAK 2?2 —y? = 2011,

NIE 22+ 4>=20111i2>y,

NIE 22 + 5y% = 2011.

17. Pewien n-kat (n > 3) ma boki o dlugosciach a, a?, ... ,a"!, a”, gdzie a > 1. Wéwczas

NIE a moze by¢ réwne 2,
NIE jezeli n =3, to 2a < 3,
NIE jezeli n = 4, to ten n-kat jest wypukty.

18. Niech L(n) = (7) + (3) + ... + (%) dla n € N. Wéwczas

TAK L(n+m)= L(n)L(m) dla dowolnych liczb naturalnych n, m,
TAK L(nm) = L(n)™ dla dowolnych liczb naturalnych n, m,
NIE liczba L(11) + 1 jest liczba pierwsza.

19. Funkcja f: R — R dana jest wzorem

flz) = \/sin4:z:+40082x — \/cos4x+4sin2x.

Wowczas

NIE funkcja f jest nieparzysta,

TAK dlakazdego = € R zachodzi nieréwnos¢ |f(x)| < 1,

TAK funkcja f jest okresowa.
20. Promien r okregu wpisanego w trojkat AABC wynosi 1, a pole S jest liczba wymierna.
Niech a, b, ¢ bgda dtugosciami bokéw tego tréjkata. Wéwczas

NIE mozliwe jest, ze doktadnie jedna z liczb a, b, ¢ jest niewymierna,

TAK mozliwe jest, ze liczby a, b, ¢ sa liczbami naturalnymi,

TAK mozliwe jest, ze S = 2015.



ROZWIAZANIA ZADAN TEKSTOWYCH

ZADANIE 1. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan réwnania
T+ 29+ 23+ 24 =10 (1)

w liczbach catkowitych x; > —3.

Rozwigzanie. Niech y; =x;+3 dla 1 =1, 2, 3, 4. Kazde rozwiazanie (1, xa, T3, T4)
réwnania (1) w liczbach catkowitych x; > —3 wyznacza wiec rozwiazanie rownania

Y1+ Y2 +ys +ys =22 (2)

w liczbach catkowitych nieujemnych. I odwrotnie, kazde rozwiazanie réwnania (2) w liczbach
nieujemnych wyznacza (jednoznacznie) rozwiazanie réwnania (1) w liczbach z; > —3. Wobec
tego policzymy liczbe rozwigzan réwnania (2).

Aby to zrobi¢ ustawmy w szeregu trzy czarne kwadraciki: H H B a nastepnie z lewej
strony ustawmy y; bialtych kwadracikéw, miedzy pierwszym czarnym kwadracikiem a dru-
gim wstawmy szereg y» biatych kwadracikéw, miedzy drugim czarnym kwadracikiem a trzecim
wstawmy szereg ys bialych kwadracikéw, i w konicu, z prawej strony trzeciego czarnego kwadra-
cika ustawmy szereg ztozony z y, biatych kwadracikéw. Na przyktad rozwiazanie (1, 10, 3, 8)
réwnania (2) daje w ten sposéb konfiguracje:

umgjooggoogouomedoumebogooggo

Jasne, ze w ten sposéb powstaje "kod” dowolnego rozwiazania (yi, y2, ¥3, ¥4) rownania (2)
w liczbach nieujemnych. 1 odwrotnie, kazdy dwudziestopieciowyrazowy cigg kwadracikéw, z
ktorych trzy sa czarne a dwadziescia dwa sg biate, pozwala jednoznacznie odczytaé rozwigzanie
réwnania (2). Wobec tego wystarczy wyznaczy¢ liczbe takich ciagéw. Lub réwnowaznie, liczbe
sposobow " zaczernienia” trzech z danych dwudziestu pieciu kwadracikéw. Jasne, ze ta liczba
jest liczba trzyelementowych podzbioréw zbioru dwudziestopiecioelementowego. Czyli

25\ 25.24.23
= 227 9300.
(3) 3l

I to jest odpowiedz.

Uwaga. W taki sam spos6b mozna udowodnié¢, ze zbiér R(k, n) rozwigzan roéwnania

Y1+ Y2+ ... +yr =n w liczbach nieujemnych ma ("Zﬁ;l) elementéw, zob. KOM. ¢



ZADANIE 2. Na bokach BC i AC tréjkata
rownoramiennego AABC' (|AC| = |BC|) obrano ta-
kie punkty K i L, ze |AL| 4+ |BK| = |KL|. Przez
érodek S odcinka KL prowadzimy prostg réwnole-
gty do prostej BC. Prosta ta przecina podstawe AB
trojkata AABC w punkcie M. Wyznaczy¢ miare
kata XK M L.

Rozwigzanie. Przez punkt L poprowadzmy
prosta réwnolegla do prostej BC' i oznaczmy przez X
jej punkt przeciecia z podstawa AB trojkata AABC.

Zauwazamy trapez X BKL. Odcinek SM jest row-
4 X M. B nolegty do podstaw LX i KB tego trapezu i prze-
chodzi przez érodek jednego z bokéw nieréwnoleghych tego trapezu (w naszym przypadku KL).
Wobec tego odcinek SM jest odcinkiem $rodkowym trapezu X BK L i, jako taki, ma dtugosé
rowng sredniej arytmetycznej dtugosci podstaw:

| XL|+ |BK]|

SM| =
‘ ‘ 2 ’

(1)

zobacz GEQ. Z drugiej strony, trojkat AAX L jest rGwnoramienny, co wynika z pons asinorum
i réwnosci m(XLXA) = m(<XCBA) = m(<CAB). Wobec tego |XL| = |AL|. Ta réwnos¢,
rownosé (1) i zatozenie |AL| + |BK| = |KL| daja réwnosci

|AL|+ |BK| |KL|

SM| =
|SM| 5 5

— |SL| = |SK].

Z tych réwnosei wynika, ze okrag o srodku S i promieniu réwnym [SM| przechodzi przez
punkty K, L, M. Kat XKML jest katem wpisanym w ten okrag opartym na srednicy LK.
Stad dostajemy odpowiedz: miara kata XKML jest réwna 90°. 4



