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1. TEST

W kazdym z ponizszych 20 zadan testowych podano zatozenia oraz trzy (niekoniecznie wyklu-
czajace si¢) tezy. Nalezy rozstrzygnaé prawdziwos¢ kazdej tezy i wpisaé stowo TAK Iub NIE w
miejscu zaznaczonym kropkami.

Punktacja: 1 punkt za kazda poprawna odpowiedz, —1 punktéw za odpowiedZ niepoprawna,
0 punktéw za brak odpowiedzi, i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi w jednym
zadaniu testowym.

1. Niech A = {(z, y) € RxR: 3"44% = 5¥} bedzie zbiorem rozwiazan réwnania 3* +4% = 5Y
w liczbach rzeczywistych. Wéwczas

......... zbior A izbiér N x N maja wspdlne elementy,
......... zbiér A jest zbiorem nieskonczonym,
......... dla kazdego = € R istnieje doktadnie jedno takie y € R, ze (z, y) € A.

2. Oznaczamy przez |X| liczbe elementéw skonczonego zbioru X. Wowcezas, dla dowolnych
zbioréw skonczonych A, B, C' zachodzi rownos¢:

.......... JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—-|AnBNC],
.......... (AN B)\C|=|A|l—|Bl+|C|,
.......... [(ANB)U(BNC)U(CNA)|=|ANB|+|BNC|+|C~\ A

3. Niech p, ¢ > 10 bgda réznymi liczbami pierwszymi. Wowczas

.......... /P + q jest liczba niewymierna,
.......... \/pq jest liczba niewymierna,
.......... Py/q + q+/p jest liczba niewymierna.

4. Dany jest zbior A = {2¥3!: k, 1 =0, 1,2, ...}. Wéwczas
.......... zbiér A zawiera nieskoriczenie wiele roztacznych podzbioréw czteroelementowych
postaci {a, a +r, a+ 2r, a+ 3r},
.......... istnieje 2015 ciagdéw geometrycznych, ktérych wyrazy wyczerpuja zbior A,
.......... zbior AN{1,2,...,2015} ma conajmniej 31 elementéw.

5. Niech ABCD bedzie czworokatem (niekoniecznie wypuktym). Niech F, F, GG, H beda
Srodkami jego kolejnych bokéw. Wéwczas

.......... jezeli EFGH jest réwnolegtobokiem, to ABC'D jest réwnolegtobokiem,
.......... jezeli EFGH jestrombem, to ABCD jest prostokatem,
.......... jezeli EG 1. FH, to ABCD jest deltoidem.



6. Dlaliczb m, n € Z, (catkowitych dodatnich) oznaczmy A = 2 i B = 228 Wiedy

m-+n
.......... istnieja takie m, n € Z~g, ze A =B,
.......... istnieja takie m, n € Z~q, ze 2A = B,
.......... dla wszystkich m, n € Zs, zachodzi réwnosé |A — 2| + |B — V2| = |A — B.

7. Dane sa dwa ciagi arytmetyczne (a,) i (b,) o réznicach r, # 0 i r, # 0, przy czym dla
pewnego k € N zachodza rownosci aj; = by 1 agi2014 = brao016. Wtedy

.......... iloraz r,/ry, jest liczbg wymierna,
.......... istnieje taki indeks n, ze a,b, > 2015,
.......... istnieje taki indeks n, ze |a, — b,| > 2015.

8. Wielomian F(X) = ap+ a1 X + as X? + a3 X3 + a4 X* + a5 X® ma wspélczynniki rzeczywiste
i dla kazdej liczby = € R spetnia nieréwnosci F'(x) > 2z + 3 i F(x) > —2x + 3. Wéwczas

.......... CLO:3,

.......... ag+ as +aqg > 5.

9. Istnieje taka liczba pierwsza p, ze
.......... p + 8 jest szeScianem liczby naturalnej,
.......... p? — 8 jest szeScianem liczby naturalnej,

.......... p> + 1 jest czwarta potega liczby catkowitej.

10. Trojkat AABC ma boki o dlugoéciach a = 91, b = 60, ¢ = 109. Wéwczas

.......... tréjkat AABC' jest ostrokatny,

.......... promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny 21,

.......... promien okrggu opisanego na tym tréjkacie jest wigkszy niz 55.
11. Niech f: R — R bedzie funkcja zadang przez f(x) = ||z || — ||z|] (wartos¢ bezwzgledna
podtogi minus podtoga wartosci bezwzglednej). Wowczas

.......... funkcja f jest funkcja okresowa,

.......... funkcja ¢g dana wzorem g(z) = f(z) — f(—=x) jest funkcja nieparzysta,

.......... funkcja h dana wzorem h(z) = f(z) + f(—=x) jest funkcja okresowa.

12. Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, przy czym a; = —14, as = 5. Wéwczas
.......... pewne dwa kolejne wyrazy ciagu (a,) sa kwadratami liczb catkowitych,

.......... pewne trzy kolejne wyrazy ciagu (a,) sa kwadratami liczb catkowitych,

.......... istnieje nieskonczenie wiele takich n € N, ze a,, jest kwadratem.



13. W przestrzeni 3-wymiarowej dany jest trojkat 7. Jego rzutami na ptaszczyzny Oxy, Oyz
i Ozx prostokatnego uktadu wspoétrzednych Ozyz sa tréjkaty 7., 7T, i 7T,. Pola tréjkatéw
Tz, Ty, T. saréwne. Wowczas

.......... taki tréjkat nie istnieje,

.......... trojkat 7 jest rownoboczny,

.......... jezeli punkt P = (a, b, ¢) jest rzutem prostokatnym punktu (0, 0, 0) na ptaszczyzng
trojkata 7, to |a| = |b| = |c|.

14. W podstawie ANABC' czworoécianu ABC'S dany jest taki punkt P, ze objgtosci czworo-
Scianéw ABPS, BCPS i CAPS saréwne. Wowczas

.......... punkt P jest spodkiem wysokosci czworos$cianu opuszczonej z wierzchotka .S,
.......... odlegtosci punktu P od $cian ABS, BCS i C'AS saréwne,
.......... zachodzi réwnos¢ 2|AC|* + 2|BC|? — |ABJ* = 9|C'P)?.

15. Funkcja f: R — R dana jest wzorem
fl@) =z —al+ |z = b + [z — [ + |z — d],

gdzie a < b < ¢ < d sa zadanymi liczbami rzeczywistymi. Niech m bedzie minimalng wartoscia
funkcji f. Wowczas

.......... f (%l) =m,
.......... funkcja f przyjmuje wartos¢ m dla nieskonczenie wielu argumentéow .,
.......... istnieja takie state A > 0, B, C, ze Ar?+ Br + C < f(x) dlakazdego z € R.

16. Wiadomo, ze liczba 2011 jest liczba pierwsza. Wobec tego istnieje doktadnie jedna taka para
liczb naturalnych z, y, ze

.......... T y2 = 2011,
.......... 22+ y?=20111i x>y,
.......... 2?2 + 5y? = 2011.

17. Pewien n-kat (n > 3) ma boki o dlugosciach a, a?, ... ,a"!, a®, gdzie a > 1. Wéwczas
.......... a moze by¢ réwne 2,

.......... jezeli n = 3, to 2a < 3,

.......... jezeli n =4, to ten n-kat jest wypukty.

18. Niech L(n) = (3) + (1) + ... + (1) dla n € N. Wéwczas

.......... L(n +m) = L(n)L(m) dla dowolnych liczb naturalnych n, m,
.......... L(nm) = L(n)™ dla dowolnych liczb naturalnych n, m,

.......... liczba L(11) + 1 jest liczba pierwsza.



19. Funkcja f: R — R dana jest wzorem

flz) = Vsin'z 4+ 4cos?x — Vcost - + 4sin® z.

Wéwczas

.......... funkcja f jest nieparzysta,
.......... dla kazdego = € R zachodzi nieréwnos¢ |f(x)| <1,
.......... funkcja f jest okresowa.

20. Promien r okregu wpisanego w trojkat AABC wynosi 1, a pole S jest liczba wymierna.
Niech a, b, ¢ bgda dlugosciami bokéw tego trojkata. Wowczas

.......... mozliwe jest, ze doktadnie jedna z liczb a, b, ¢ jest niewymierna,
.......... mozliwe jest, ze liczby a, b, ¢ sg liczbami naturalnymi,

.......... mozliwe jest, ze S = 2015.
00 00 0 00 00

2. ZADANIA TEKSTOWE

Rozwiazania zadan tekstowych nalezy zapisa¢ na osobnych kartkach.
Punktacja: Za kazde zadanie tekstowe mozna uzyskac ilos¢ punktéw od 0 do 10.

ZADANIE 1. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazah réwnania
X1+ Tg+ Tz + Ty = 10
w liczbach catkowitych z; > —3.

ZADANIE 2. Na bokach BC i AC tréjkata réwnoramiennego AABC (|AC| = |BC|)
obrano odpowiednio takie punkty K i L, ze |AL|+|BK| = |KL|. Przez §rodek S odcinka KL
prowadzimy prosta réwnolegta do prostej BC. Prosta ta przecina podstawe AB tréjkata AABC
w punkcie M. Wyznaczy¢ miarg kata XK M L.

POWODZENIA!



