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1. TEST

W kazdym z ponizszych 20 zadan testowych podano zalozenia oraz trzy (niekoniecznie
wykluczajace sie) tezy. Nalezy rozstrzygnaé prawdziwosé kazdej tezy i wpisa¢ stowo TAK lub
NIE w miejscu zaznaczonym kropkami.

Punktacja: 1 punkt za kazdg poprawng odpowiedz, —1 punktéw za odpowiedZ niepo-
prawng, 0 punktéw za brak odpowiedzi, i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi
w jednym zadaniu testowym.

1. Niech A bedzie zbiorem wszystkich (rzeczywistych) rozwigzan réwnania tg x = z. Wéw-
czas

Tk(\ zbiér A jest zbiorem nieskoriczonym,

NLE. zbier AN (0; 7) jest zbiorem trzyelementowym,

N(E istnieja takie dwa rézne elementy «, 8 € A, ze |a — f| < 7.
2. Liczby catkowite a, b spelniajg zaleznoé¢ a — b = 21°. Woéweczas liczba a? — b?

TA’K jest podzielna przez 2%,

T‘ASV\ moze byé podzielna przez 2%°,

NE nigdy nie jest podzielna przez 2%.
3. Przez |z| oznaczamy czesé¢ catkowita (podioge) liczby rzeczywistej z. Rozwazmy réwnanie
z niewiadoma z i parametrem p: pr = |z| — 1. Woéwczas

TAK jezeli p =1, to réwnanie nie ma rozwiazan,

NlE jezeli p # 1, to réwnanie ma rozwiagzania,

N“_{ istnieje taki parametr p # 0, ze réwnanie ma nieskoniczenie wiele rozwigzan.
4. Podzbiér ptaszezyzny sktadajacy sie z tych punktéw o wspétrzednych (z, y), dla ktérych
spelnione sg (jednoczeénie) nieréwnodci y — 1 < 23 < y,

TA{V\ ma §rodek symetrii,

N\E jest zbiorem pustym,
M\E ma 0§ symetrii.



5. (a,) i (b,) sa ciagami nieskoficzonymi o wyrazach dodatnich. Niech dla kazdego n € N
2¢, = ap + by + |an — byl

Wéwcezas
N)\E jezeli ciagi (a,), (b,) sa monotoniczne, to ciag (c,) jest monotoniczny,
NIE.. jezeli ciagi (an), (b,) sa arytmetyczne, to ciag (c,) jest arytmetyczny,
Nig jezeli ciagi (ay,), (bn) sa geometryczne, to ciag (c,) jest geometryczny.
6. Liczba 112233445566
N kE jest kwadratem liczby naturalnej,

N\E jest szescianem liczby naturalnej,
TAK jest pierwiastkiem szedciennym z liczby naturalnej.

7. W czworoscianie ABCD punkty K, L, M i N sa Srodkami krawedzi AC. CB, BD i DA
odpowiednio. Jezeli krawedzie AB i CD sg réwnej dtugosdci, to

T K proste KM i LN sg prostopadie,

—W(V\ punkty K, L, M, N leza na jednej ptaszczyznie,

TAK punkty K, L, M, N sg wierzchotkami réwnolegtoboku.

8. Liczby rzeczywiste a < b < ¢ < d sg takie, ze wszystkie sumy a+b,a+c,a+d, b+c,
b+d i c+d saliczbami catkowitymi. Wowczas

N}E wszystkie liczby a, b, ¢, d sg liczbami catkowitymi,

TAK wszystkie liczby a, b, ¢, d sg liczbami wymiernymi,

e Goibe B AL 0 4 it eibh saodits.
9. Liczba niewymierna a jest pierwiastkiem tréjmianu f(X) = aX? + bX + ¢ o wsp6l-
czynnikach catkowitych. Drugi pierwiastek tréjmianu f(X) oznaczamy f. Woéwczas

\
NiE o najmniej dwie liczby ze zbioru {a®, @, a2, a3, ...} sa liczbami wymiernymi,

NIk B moze by¢ liczba wymierng,
TAK q2om6 %016 jest liczbg wymierna.

10. Niech a =1, b= /2, ¢ = v/3. Wéwczas

N\E istnieje ciag arytmetyczny, ktérego pewne wyrazy sa réwne a, b, c,

NIE. istnieje ciag geometryczny, ktérego pewne wyrazy sg réwne a, b, c,

NlE najwiekszg liczbg p, dla ktérej istnieje tréjkat o bokach a?, b?, ? jest p=1,(9).
11. Dwa okregi o réznych promieniach sg styczne zewnetrznie w punkcie P. Prosta k jest
styczna do obu tych okregéw w punktach A # B, a inna prosta [ jest styczna do obu tych
okregéw w punktach C # D. Wéwczas

TPYK punkty A, B, C, D lezg na jednym okregu,

NIE punkty A, B, C, D sa wierzchotkami deltoidu,

NIE.. zachodzi nieréwnoéé m(¥XAPB) +m(XCPD) > 180°.



12. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag o promieniu 7 i érodku lezacym na
boku AB. Wéwczas

TAX. |ABJ? +|AC|? + |ADJ? + |BC|? + |BDJ? + |CDJ? > 122,
TAK jeseli {P}=1lacNisp i {Q} =1lapNiac, to PQ L AB,
TAX |4B|-|cD|+|BC|-|AD| = |AC|-|BD|.

13. Funkcja f : R — R zadana jest wzorem: f(z) = az + sinbz, gdzie a, b sg stalymi.
Woéwcezas

T&K istniejg takie a, b, ze funkcja f jest ograniczona,
TAK funkcja f jest funkcjg okresowa wtedy i tylko wtedy, gdy a =0,
N\E funkcja f jest funkcjg réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy |a| > 1.

14. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spetniaja warunki a? + b% = ¢ + d*> = 1. Wowczas

TAK jactad <1,
NIE B P sy "
TAK |ab — ed| < 1.
15. Istnieje taka liczba wymierna a > 0, ze
TA\ liczba +/a jest liczbg wymierna,
TAK. obie liczby +/a, v/a+ 1 sg liczbami wymiernymi,
TAK obie liczby 1/a, v/a + 2 sa liczbami wymiernymi.
16. Dla liczby rzeczywistej = # % + km, (k € Z) i dowolnej liczby naturalnej n
g 2 AKX  zachodzi nieréwnosé |sinnz| < n|sinz|,
NiE zachodzi nier6wno$é |cosnz| < n|cosz|,
NIE. zachodzi nieréwnosé [tgnz| < n|tgz| (dla nz # § + k).
17. Liczby a > 1 i b> 1 sa takie, ze log(a + b) = loga + logb. Wéwczas

TAV\ max{a, b} > 2,

NLE. zachodsi réwnosé log(a — 1) +log(b—1) =1,

TAK @+ +1=(ab-1)

18. Podzbiory Fi, F, plaszczyzny zadane sg w ustalonym uktadzie wspétrzednych prostokat-
nych nastepujaco:
=@ yloh<y 4 gl
Fae{@ry)s 2+ - DA<l § fe -1 ¥y’ 1},

Wobwcezas

ME meE

t\HE zbiér F; ma dwie osie symetrii,
TKK zbiér F, ma dwie osie symetrii.



19. Niech A= { 371*;210316 :nELN {—13}}. Woéwezas

N\E dla kazdego u € A zachodzi nieréwnos¢ u > 200,

s

TAK zbier ANZ jest zbiorem skonczonym,

t\UE dla kazdego u € ANZ liczba u + 1 jest kwadratem (liczby catkowitej).

20. Funkcje f: R — R nazwiemy chyzg, gdy dla dowolnych réznych z;, zo € R zachodzi
nier6wno$¢

|f(21) — f(@2)| > |21 — 22].

Wéwcezas

N\E funkcja sin : R — R jest funkcja chyza,
NiE. funkcja R 3 z — 22 € R jest funkcjg chyza,
Tl&t\’(r istnieje wielomian stopnia > 2 bedacy funkcjg chyzg.
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2. ZADANIA TEKSTOWE

Rozwigzania zadan tekstowych nalezy zapisa¢ na osobnych kartkach.
Punktacja: Za kazde zadanie tekstowe mozna uzyskaé iloé¢ punktéw od 0 do 10.

ZADANIE 1. Dla kazdej permutacji
O':(alag,...,(lu) (1)
liczb 1,2, ...,11 przez M(o) oznaczmy maksymalng warto$¢ sumy

9 B 2 7 S

gdzie k € {2,3,...,10}, trzech kolejnych wyrazéw ciggu (1). Wyznaczy¢ minimum
wszystkich 11! liczb M (o).

ZADANIE 2. Dany jest tréjkat nieprostokatny AABC. Wyznaczyé¢ (za pomocs
a = m(XA), B = m(XB), v = m(xC)) miary katéw trojkata AA'B'Ci, gdzie A, B’ sa
spodkami wysokosci, a C; jest Srodkiem boku AB.

OO OO GO O0)

POWODZENIA!

Uwaga. Symbolem Z oznaczamy, jak zwykle, zbiér liczb catkowitych, a symbolem R —
zbiér liczb rzeczywistych.



ROZWIAZANIA
ZADANIE 1. Dla kazdej permutacji

o= (a1, as ...,011) (1)
liczb 1,2, ...,11 przez M(o) oznaczmy maksymalng warto$é¢ sumy
Ak—1 + Qg + Qk41, (2)

gdzie k € {2,3,...,10}, trzech kolejnych wyrazéw ciggu (1). Wyznaczy¢é minimum
wszystkich 11! liczb M (o).

Rozwigzanie. Udowodnimy najpierw ze dla dowolnej permutacji (1) zachodzi mie-
réwno$¢ M (o) > 18. Zaldézmy w tym celu nie wprost, ze wszystkie sumy postaci (2) sa < 17.
Wobec tego

as+as+as <17, as+ar+ag <17, ag+ap+an <17,
a1 +az+a3 <17, as+ar+ag <17, ag+ap+an <17,
a1+a2+a3§17, a4+a5+a5§17, ag+a10+a11§17,
a1 +as+a3 <17, as+tas+ag <17, ar+ag+ag<17.
Stad, poniewaz 2’16121 ar = 312, | = 66, z kolejnych wierszy wnioskujemy:
ay+a; >266—-3-17=15, ag4+as =15, ar+ag=>15 a0+ an = 15.
Zatem
(a1 + a2) + (as + as) + (a7 + ag) + (a0 + a11) > 4 - 15 = 60.
I wreszcie as + ag + ag < 66 — 60 = 6. To, oczywiscie, moze zajs¢ jedynie w przypadku, gdy
{a,g, ag, 0,9} = {1, 2, 3}

Stad wnioskujemy, ze na miejscu trzecim lub széstym lub dziewigtym w permutacji (1) stoi
liczba 3. Poniewaz na dwbch sasiadujacych miejscach (zaréwno z lewej jak i z prawej strony)
stoja dwie liczby o sumie > 15, wiec dostajemy trzy kolejne wyrazy ciggu (1) o sumie > 18.
Uzyskana sprzecznoéé dowodzi, ze M (o) > 18 dla kazdej permutacji (1).

Dla zakoficzenia rozwigzania wystarczy wiec wskazaé jedng permutacje postaci (1), dla
ktérej zachodzi réwno$é M (o) = 18. Taka permutacja jest na przyktad:

(117 51 17 87 7) 3a 6a 97 2; 47 10)7

dla ktorej kolejne sumy (2) sa réwne: 17, 14, 16, 18, 16, 18, 17, 15, 16. @

ZADANIE 2. Dany jest tréjkat nieprostokatny AABC. Wyznaczy¢ (za pomoca
a = m(¥A), B =m(£B), v =m(XxC)) miary katéw tréjkata AA'B'C1, gdzie, jak zwykle,
A', B’ sa spodkami wysokosci, a C; jest srodkiem boku AB.



Rozwigzanie. W rozwigzaniu podstawowsg role gra okrag K przechodzacy przez punkty
A, B, A', B'. Jest to okrag o érednicy AB, czyli okrag K(Cy, $)- Odcinki Ci A, O\ B 63 pro-
mieniami tego okregu. Tréjkat AA'B'C) jest wiec trojkatem réwnoramiennym, skad (zobacz
Pons Asinorum)

m(XA’) = m(XB'). (3)

Ponadto kat ¥C; jest katem §rodkowym opartym na tuku AB okregu K. Zatem jego
miara jest dwukrotnie wieksza niz miara dowolnego opartego na tym samym tuku kata wpisa-
nego.

Korzystajac z powyzszego wyznaczamy katy trojkata AA’B’'Cy w trzech przypadkach:
(1) (AABC jest ostrokatny, rys.1)

IS0 L O WRR O S = 1800 S0y G Ay,
m(£A") =m(XB’) = 1.

(2) (kat XC jest rozwarty, rys. 2)

m(£Cy) = 2m(XA'BB’) = 2(180° — 90° — a— f) = 2y — 180° = —a — B+,
m(XA") =m(£B')=180° —y=a+f.

(3) (kat XA jest rozwarty, rys. 3)

m(XC1) = 2m(¥XA'BB’) = 2(90° —v) = 180° — 27,
m(XA") =m(¥B') = 1.

Przypadek, gdy to kat ¥B jest katem rozwartym sprowadza sie do (3) po zamianie A na
B. W ten sposbb zadanie jest rozwiazane w calej ogdlnosci.



