
ZADANIE 1

W trójk¡cie prostok¡tnym 4ABC, gdzie m(^C) = 90◦, zachodzi równo±¢
m(^BIO) = 90◦(I jest ±rodkiem okr¦gu wpisanego, a O jest ±rodkiem okr¦gu
opisanego). Wyznaczy¢ dªugo±ci a, b przyprostok¡tnych, je»eli wiadomo, »e dªu-
go±¢ przeciwprostok¡tnej c jest równa 10.

Rozwi¡zanieW trójk¡cie prostok¡tnym punkt O jest ±rodkiem przeciwprosto-
k¡tnej. (Bo przeciwprostok¡tna jest oczywi±cie ±rednic¡ okr¦gu opisanego.)

Niech X oznacza rzut punktu I na lAB . Punkt X jest spodkiem wysoko±ci w
trójk¡cie prostok¡tnym4BIO, wi¦c le»y wewn¡trz odcinka OB. Z zasadniczego
twierdzenia planimetrii wynika, »e |AX| = (−a+b+c)/2, |BX| = (a−b+c)/2.
Zatem |OX| = c/2− (a− b+ c)/2 = (b− a)/2.

W trójk¡cie prostok¡tnym zachodzi równo±¢ r = (a + b − c)/2, gdzie r jest
dªugo±ci¡ promienia okr¦gu wpisanego. Wobec tego mamy |IX| = (a+ b− c)/2.
Trójk¡t 4OBI jest prostok¡tny, zatem 4OXI ∼ 4IXB, a z tego wynika »e
|OX||XB| = |XI|2.

To prowadzi do równo±ci

b− a

2
· a− b+ c

2
=

(
a+ b− c

2

)2

,

która po rozwini¦ciu, uporz¡dkowaniu i skorzystaniu z faktu »e a2 + b2 = c2

prowadzi do
3bc+ ac = 3c2,

a wi¦c a + 3b = 30, bo c = 10. Mo»emy w równo±ci a2 + b2 = 100 podstawi¢
a = 3b− 30. Otrzymujemy równanie kwadratowe

10b2 − 180b+ 800 = 0.

Jego rozwi¡zaniami s¡ b = 8, b = 10. Ale b < 10, wi¦c b = 8 i wtedy a = 6. �



ZADANIE 2

W turnieju szachowym uczestniczyªo dwóch juniorów i n>8 seniorów. Ka»dy
uczestnik graª z ka»dym dokªadnie raz. Juniorzy zdobyli ª¡cznie 8 punktów, a
ka»dy senior zdobyª tyle samo punktów. Wyznaczy¢ n, je»eli za zwyci¦stwo w
danej partii dostaje si¦ 1 punkt, za remis 1/2 punktu, a za pora»k¦ 0 punktów.

Rozwi¡zanie Wszystkich partii rozegrano
(
n+2
2

)
, wi¦c tyle punktów zdobyli

ª¡cznie wszyscy zawodnicy. Juniorzy mieli razem 8 punktów, wi¦c seniorzy

uzyskali w sumie R(n) = n2+3n−14
2 punktów. Ale ka»dy senior zdobyª ich tyle

samo, wi¦c n|R(n), a st¡d wynika, »e n|14. Z warunków zadania mamy, »e
n > 8, zatem n = 14. �


