LIX MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
I. TEST - Odpowiedzi
1. Réwnanie zy + 20z + 18y = 2018 ma:
nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach rzeczywistych,

tylko skonczenie wiele rozwiazan w liczbach wymiernych,

doktadnie 16 rozwiazan w liczbach catkowitych.

2. Dane s liczby a = (V18 +/17)'% i § = (/18 — V/17)'°. Wéwczas
liczba (a+ 1)(8 + 1) jest liczba niewymierna,
liczba o + 32 jest liczba wymierna,
10198 > 1.
3. Istnieja takie trzy rozne liczby naturalne nieparzyste k, [, m, ze:
ciag ¢, 1, — jest ciagiem geometrycznym,
zachodzi réwnos$¢é % + % + % = ﬁ,

ciag %, %, % jest ciagiem arytmetycznym.

4. Przez L, oznaczamy sumg¢ 12 + 32+ ...+ (2n — 1)? dla n € N. Wéwczas:

L, jest liczbg parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba parzysta,

L,, jestliczba podzielna przez n wtedy i tylko wtedy, gdy 3 1 n,

dla kazdego n € N zachodzi rtéwno$¢ 3L, + n = 4n?.

5. Dana jest liczba rzeczywista «. Przez a, oznaczamy liczbg %Lnaj. Woéwczas:

ciag (a,) jest ciagiem statym wtedy i tylko wtedy, gdy « jest liczba catkowita,

jezeli a > 0 jest liczba niewymierna, to ciag (a,) jest ciagiem (Scisle) rosnacym,

ciag (a,) jest zbiezny do «.

6. Ciag (a,) jest takim ciagiem geometrycznym, ze w zbiorze {ay, as, ..., ajp} jest doktad-

nie 7 liczb wymiernych i 93 liczb niewymiernych. Wéweczas:

ciag (a,) jest ciagiem monotonicznym,
w zbiorze {ai, as, ..., ajpeo} jest doktadnie 71 liczb wymiernych,

w zbiorze {a?, a3, ..., a3y} jest doktadnie 14 liczb wymiernych.



7. Przez Dyo(n) oznaczamy sume cyfr dziesigtnych, a przez Dy(n) sumg cyfr dwéjkowych

liczby naturalnej n. Wéwczas:
Dy(n) < Dig(n) dla kazdej liczby naturalnej n,
istnieja takie liczby naturalne n > 1, ze Dio(n) = Da(n),
jezeli 7|n, to 3| Da(n).

8. Dwie r6zne proste k, [ przecinaja si¢ w punkcie A. Niech P ¢ k U [ bedzie punktem

ptaszczyzny wyznaczonej przez k, [. Wowczas istnieja takie punkty B € ki C € [, ze:
punkt P jest ortocentrum tréjkata AABC,
odcinek AP jest srodkowa w tréjkacie AABC,
punkt P jest srodkiem okrggu opisanego na tréjkacie AABC.
9. ABCD jest czworokatem. Wéwczas:
jezeli ctg XA = ctg XB = ctg XC = ctg <D, to ABCD jest prostokatem,
jezeli sin XA = sin £C, to ABCD jest czworokatem cyklicznym,
moze zachodzi¢ nieréwnosé 2017(|AC| + |BD|) < |AB| + |BC| + |CD| + | DA].

10. Okrag wpisany w dany trojkat AABC' jest styczny do prostej BC' w punkcie D, do
prostej C'A w punkcie E ido prostej AB w punkcie F. Wdwczas:

(péhproste hap, hpg 1 hor sa dwusiecznymi katéw <A, £B i <C,
zachodzi nier6wnoS$¢ Saapc < 4SApEF,
proste AD, BE, C'F sa wspétpgkowe (tzn. przechodza przez jeden punkt).

11. Mamy szesnastokat foremny. Tréjkat o wierzchotkach w wierzchotkach tego szesnastokata

nazwiemy wyroznionym. Wowczas
tréjkatéw wyrdznionych rozwartokatnych jest wigcej niz 330,
tréjkatéw wyrdznionych prostokatnych jest 112,
trojkatéw wyrdznionych ostrokatnych jest 112.

12. Cztery punkty A, B, C, D nie leza na jednej ptaszczyZnie. Wowczas:
Srodki odcinkéw AB, BC, C'D i DA leza na jednej ptaszczyznie,

istnieje siedem ptaszczyzn jednakowo odlegtych od kazdego z punktow A, B, C, D,

srodki cigzkosci tréjkatow AABC, AACD, AADB leza na ptaszczyZnie réw-
nolegtej do ptaszczyzny BC'D.



13. W przestrzeni dane sa dwie proste skosne & i [, i punkt A ¢ kU [. Wéwczas:
istnieje prosta przechodzaca przez punkt A i przecinajaca obie proste k, [,
istnieje sfera o Srodku w punkcie A styczna do obu prostych k, [,
istnieje sfera przechodzaca przez punkt A styczna do obu prostych k, .

14. Niech W bedzie wieloScianem wypuktym, ktérego wierzchotkami sa Srodki wszystkich

krawedzi szeScianu jednostkowego. Wowczas:
objetosé wieloscianu W jest réwna 2,
istnieje sfera opisana na wielosScianie WV,
istnieje sfera wpisana w wieloScian W.

15. W przestrzeni z zadanym prostokatnym kartezjafiskim uktadem wspétrzednych dane sa
punkty A= (0, 0,0), B=(1,2,3),C = (9, —6, 1). Wéwczas:
trjkat AABC' jest tréjkatem rownoramiennym,
tréjkat AABC' jest tréjkatem prostokatnym,
pole tréjkata AABC' jest mniejsze niz 20.

16. Przez f; f(x)dx oznaczamy pole obszaru ograniczonego osia z-6w, prostymi o réwna-
niach z = a i « = b oraz wykresem funkcji nieujemnej f : [a; b] — R. Wowczas:

010<2x>dx = f010<x>dx, gdzie (u) := min{{u}, 1 — {u}}, a {u} oznacza czgsé

utamkowa liczby rzeczywistej wu,
Jo |sin2z|de =2 [ sinadz,
Jy lcosa|de = fjw | sin z|dx.
17. Niech log,y, 7 = c. Woéwczas:
c jest liczba wymierna,
log, 21 = ¢},
logs 7= 1, c~.

18. Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciagiem typu subar, gdy dla dowolnych k, [ tej samej

ar+a;
2

parzystoSci zachodzi nieré6wnos¢ ar+1 < . Wowczas:
2

kazdy ciag arytmetyczny jest ciagiem typu subar,
ciag (a,) = (n®) jest ciagiem typu subar,
jezeli (ay), (b,) satypu subar, to ciag (¢,) := (max{a,, b,}) jest typu subar.



19. Niech (a,,) bedzie takim ciagiem liczbowym o wyrazach dodatnich, ze ciag (b,) okreslony

przez b, = a,y1 — a, jestciagiem zbieznym do granicy dodatniej. Wowczas:

ciag (a,) jest zbiezny,
ciag (9=) jest zbiezny,
ciag (a,) jest ciagiem rosnagcym od pewnego miejsca.

20. Funkcja f : R — R dana jest wzorem f(z) = |[v — 2|+ |z — 1| + |[x + 1| + |z + 2|.

Wowczas:

funkcja f jest parzysta,

réwnanie f(x) = 3z + 4 ma dokfadnie trzy rozwiazania,

dla dowolnych z, y zachodzi nieréwno$¢ f(2£2) < { (I)Jf’f @

II. ZADANIA TEKSTOWE - Rozwiazania

II.1. Niech O; i O, beda Srodkami danych
okregéw. Z zasadniczego twierdzenia plani-
metrii wiemy, ze O;X jest dwusieczng kata
XY X Z. Wobec tego katy (wpisane w okrag
Ko) Y X0, 1 £ZX0O; maja réwne miary.
Zatem (odpowiadajace im) katy Srodkowe

LY 020;, £Z030,

roOwniez maja réwne miary. To znaczy, ze
0,0, jest dwusieczng w tréjkacie réwnora-
miennym(!) AY Z0O,. Taka dwusieczna w
trojkacie réwnoramiennym jest jednoczesnie
wysokoscia. Ostatecznie, O,0; L Y Z.

IL.2. Oznaczmy przez P, G, L i D elementarny ruch w prawo, w goérg, w lewo i w dét odpo-
wiednio. Wowczas, kazde interesujace nas przejscie od A do B jest kodowane przez ciag o
wyrazach ze zbioru {P, G, L, D}, przy czym spelnione sa warunki:

(1) Jezeli nie wykonujemy ruchéw w lewo ani w dét, to ciag ma dtugos¢ 6, w tym 3 wyrazy
rowne P i 3 wyrazy réwne G;

(2) Jezeli wykonujemy jeden ruch w lewo 1 nie wykonujemy ruchéw w dét, to ciag ma
dlugos¢ 8, wtym cztery wyrazy rowne P, jeden wyraz rowny L 1 3 wyrazy rowne G;

(3) Jezeli wykonujemy jeden ruch w dét i nie wykonujemy ruchéw w lewo, to ciag ma
dlugos¢ 8, wtym cztery wyrazy réwne G, jeden wyraz réwny D i 3 wyrazy rowne P;

(4) Jezeli wykonujemy jeden ruch w dét 1 jeden ruch w lewo, to ciag ma dlugos¢ 10, w tym
4 wyrazy rowne P, jeden wyraz réwny L, 4 wyrazy rowne G 1 jeden wyraz réwny D.

Dodatkowo, w przypadku (2), przed i po wyrazie r6wnym L wystgpuje wyraz rowny P



(ruch w lewo nie moze by¢ ani pierwszym ani ostatnim ruchem poziomym!). Podobne ograni-
czenia spelniajg ciagi w przypadkach (3) 1 (4). Biorac to wszystko pod uwage mamy:

Przejs¢ typu (1) jest oczywiscie doktadnie tyle samo co 3-elementowych podzbioréw w
zbiorze 6-elementowym: T(;) = (g) = 20. Dla wyznaczenia liczby przejs¢ typu (2) postgpu-
jemy nastgpujaco: najpierw, na (g) sposobOw, wyznaczamy zbidr miejsc, na ktérych umiesz-
czamy liter¢ G. Na pozostatych pigciu miejscach rozmieszczamy jeden z trzech podciagéw
PLPPP, PPLPP, PPPLP. Widzimy stad, ze T(o) = 3 - (5) = 168. Przejs¢ typu (3) jest tyle samo
co przejs¢ typu (2). Uzasadniamy to tak samo jak przed chwila, zamieniajac litery “poziome”
P i L na ”pionowe” G i D odpowiednio. Réwnowaznie (uzywajac jezyka geometrycznego),
przez odbicie w prostej AB), kazdemu przejiciu typu (2) bijektywnie przyporzadkowujemy
przejscie typu (3). Wobec tego 1{3) = 168. Wyznaczajac liczbg przejs¢ typu (4) postepujemy
nastgpujaco: najpierw, na (150) sposobOw, wyznaczamy bH-elementowy zbidr miejsc, na kaz-
dym z ktérych, podobnie jak wyzej, rozmieScimy jeden z trzech podciagéw PLPPP, PPLPP,
PPPLP. Mamy wigc 3 - (150) sposobOw rozmieszczenia elementarnych ruchéw w poziomie.
Do kazdego z tych sposobdw, na pozostatych pigciu miejscach rozmieszczamy jeden z trzech
podciagéw GDGGG, GGDGG, GGGDG. Mamy wiec T4y = 3 -3 (1) =9 - 252 = 2268.

Ostatecznie: T(l) + T(g) + T(g) + T(4) = 20 + 168 + 168 + 2268 =| 2624 |.



