LIX MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
17.03.2018

I. TEST

W kazdym zadaniu testowym podano zatoZenia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajqce sig) wa-
rianty tezy. NalezZy rozstrzygnac¢ prawdziwos¢ kazdego z wariantow wpisujqc TAK lub NIE w
miejscu zaznaczonym kropkami. Punktacja: 1 punkt za kaidq poprawnq odpowied?, 0
punktow za brak odpowiedzi, —1 punkt za odpowied? niepoprawnq i 1 punkt dodatkowy za
trzy poprawne odpowiedzi w jednym zadaniu.

1. Réwnanie xy + 20z + 18y = 2018 ma:
......... nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach rzeczywistych,
......... tylko skonczenie wiele rozwiazan w liczbach wymiernych,

......... doktadnie 16 rozwigzan w liczbach catkowitych.

2. Dane sa liczby o = (V18 + V17)!0 i g = (v/18 — V/17)'5. Wéwczas
......... liczba (a4 1)(/5 + 1) jest liczba niewymierna,
......... liczba a? 4 32 jest liczba wymierna,

......... 10198 > 1.

3. Istnieja takie trzy r6zne liczby naturalne nieparzyste k, [, m, ze:

......... ciag %, %, % jest ciagiem geometrycznym,
zachodzi réwno$é + + 1 4+ L = Lo

......... r Tt 1+t = 5
. 1 1 1 . . .

......... clag i, 7, ;; Jestciagiem arytmetycznym.

4. Przez L, oznaczamy sumg¢ 12 + 3%+ --- + (2n — 1)? dla n € N. Wéwczas:
......... L, jestliczba parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba parzysta,
......... L,, jestliczba podzielng przez n wtedy i tylko wtedy, gdy 3 1 n,

......... dla kazdego n € N zachodzi réwno$¢ 3L,, + n = 4n3.

5. Dana jest liczba rzeczywista «.. Przez a,, oznaczamy liczbe %Lnaj. Woéwczas:
......... ciag (a,) jest ciagiem statym wtedy i tylko wtedy, gdy « jest liczba catkowita,
......... jezeli a > 0 jest liczba niewymierna, to ciag (a,,) jest ciagiem (SciSle) rosnacym,

......... ciag (a,) jest zbiezny do «.



6. Ciag (a,) jest takim ciagiem geometrycznym, ze w zbiorze {ai, as,. .., ajpo} jest doktad-
nie 7 liczb wymiernych i 93 liczb niewymiernych. Wéwczas:

......... ciag (a,) jest ciagiem monotonicznym,
......... w zbiorze {aq, as, ..., a0} jest doktadnie 71 liczb wymiernych,
......... w zbiorze {a?, a3, ..., a%,} jest doktadnie 14 liczb wymiernych.

7. Przez Dio(n) oznaczamy sume cyfr dziesigtnych, a przez Dy(n) sumg cyfr dwéjkowych

liczby naturalnej n. Wéwczas:

......... Ds(n) < Dyo(n) dlakazdej liczby naturalnej n,

......... istnieja takie liczby naturalne n > 1, ze Dio(n) = Dy(n),
......... jezeli 7|n, to 3|Dy(n).

8. Dwie rézne proste k, [ przecinaja si¢ w punkcie A. Niech P ¢ k U bedzie punktem
plaszczyzny wyznaczonej przez k, [. Wéwczas istnieja takie punkty B € ki C € [, ze:
......... punkt P jest ortocentrum tréjkata AABC,

......... odcinek AP jest srodkowa w tréjkacie AABC,

......... punkt P jest Srodkiem okregu opisanego na trdjkacie AABC.

9. ABCD jest czworokatem. Wéwczas:
......... jezeli ctg £A = ctg XB = ctg £C = ctg <D, to ABCD jest prostokatem,
......... jezeli sin XA = sin £C, to ABCD jest czworokatem cyklicznym,
......... moze zachodzi¢ nieréwnos$¢ 2017(|AC| + |BD|) < |AB|+|BC|+ |CD|+ |DA].
10. Okrag wpisany w dany tréjkat AABC' jest styczny do prostej BC' w punkcie D, do
prostej C'A w punkcie E ido prostej AB w punkcie F. Wéwczas:
......... (péhproste hap, hpg 1 hor sa dwusiecznymi katow <A, £B i £C,
......... zachodzi nieréwnoS¢ Saapc < 4SADEF,
......... proste AD, BE, C'F sa wspotpekowe (tzn. przechodza przez jeden punkt).
11. Mamy szesnastokat foremny. Tréjkat o wierzchotkach w wierzchotkach tego szesnastokata
nazwiemy wyrdznionym. Wowczas
......... trojkatow wyrdznionych rozwartokatnych jest wigcej niz 330,
......... trojkatéw wyréznionych prostokatnych jest 112,

......... tréjkatéw wyrdznionych ostrokatnych jest 112.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Cztery punkty A, B, C, D nie leza na jednej ptaszczyznie. Wéwczas:

......... $rodki odcinkéow AB, BC, CD i DA leza na jednej ptaszczyZnie,
......... istnieje siedem ptaszczyzn jednakowo odlegtych od kazdego z punktow A, B, C, D,

......... $rodki cigzkosci tréjkatow AABC, ANACD, AADB leza na ptaszczyZnie row-
nolegtej do ptaszczyzny BC'D.

W przestrzeni dane sa dwie proste sko$ne k i [, i punkt A ¢ kU[. Wéwczas:
......... istnieje prosta przechodzaca przez punkt A i przecinajaca obie proste k, [,
......... istnieje sfera o Srodku w punkcie A styczna do obu prostych &, [,
......... istnieje sfera przechodzaca przez punkt A styczna do obu prostych £, [.
Niech W bedzie wieloScianem wypukltym, ktérego wierzchotkami sa Srodki wszystkich
krawedzi sze$cianu jednostkowego. Wéwczas:
......... objeto$é wielo$cianu W jest réwna 2,
......... istnieje sfera opisana na wielo$cianie W,
......... istnieje sfera wpisana w wieloScian W.
W przestrzeni z zadanym prostokatnym kartezjanskim uktadem wspétrzednych dane sa
punkty A= (0, 0,0), B=(1,2,3),C =(9, —6, 1). Wéwczas:
......... tréjkat AABC jest tréjkatem réwnoramiennym,
......... tréjkat AABC jest tréjkatem prostokatnym,
......... pole tréjkata AABC' jest mniejsze niz 20.
Przez fab f(x)dx oznaczamy pole obszaru ograniczonego osiag z-6w, prostymi o réwna-
niach z = a i © = b oraz wykresem funkcji nieujemnej f : [a; b] — R. Wowczas:

......... 010<21:>dx = f010<x>da:, gdzie (u) := min{{u}, 1 — {u}}, a {u} oznacza czes¢

utamkowa liczby rzeczywistej wu,

......... Jo Isin2z|dzr =2 [ sinzdz,

......... Jo cosx|de = f:ﬂ | sin z|dx.

Niech log,, 7 = c¢. Wowczas:



18. Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciagiem typu subar, gdy dla dowolnych k, [ tej samej

parzystosci zachodzi nierd6wnos$¢ ax+i < (”“T”l Wowczas:
2

.......... kazdy ciag arytmetyczny jest ciagiem typu subar,

.......... ciag (a,) = (n®) jest ciagiem typu subar,

.......... jezeli (ay), (by,) satypu subar, to ciag (¢,) := (max{an, b,}) jest typu subar.

19. Niech (a,,) bedzie takim ciagiem liczbowym o wyrazach dodatnich, ze ciag (b,) okreslony

przez b, = a,y1 — a, jestciagiem zbieznym do granicy dodatniej. Wowczas:

......... ciag (a,) jest zbiezny,

an

......... ciag (%) jest zbiezny,

......... ciag (a,) jest ciagiem rosnacym od pewnego miejsca.

20. Funkcja f : R — R dana jest wzorem f(x) = |[x — 2|+ |z — 1|+ |z + 1| + |z + 2|.

Woéwczas:
......... funkcja f jest parzysta,

......... réwnanie f(z) = 3x + 4 ma doktadnie trzy rozwiazania,

......... dla dowolnych z, y zachodzi nieréwno$¢ f(££2) < [(2)+3/(y)

II. ZADANIA TEKSTOWE

Rozwiqzania zadan tekstowych nalezy zapisa¢ na osobnych kartkach. Za kaide zadanie tek-
stowe mozna zdoby¢ punkty z przedziatu [0; 10] (ocenia si¢ poprawnoS¢ rozwiqzania, ale

rowniez prawidtowos¢ prezentacji).

1. Okrag K, przechodzi przez Srodek okregu K;. Przez punkt X € Ky przechodza dwie
(r6zne) proste styczne do okregu X;. Jedna z nich przecina okrag Ky w punktach X i Y,
a druga, w punktach X i Z. Udowodnié, ze prosta Y Z jest prostopadta do prostej taczacej

Srodki okregow Ky, KCs.

2. Dana jest "krata” 3 x 3 jak na rysunku. Na ile réznych sposoboéw
mozna przej$¢ po liniach tej kraty z punktu A do punktu B, jezeli
dopuszczalne sa ruchy w prawo, w gérg, co najwyzej jeden ruch w
lewo i co najwyzej jeden ruch w d61? (Ruchem nazywamy tu przejscie
odcinka taczacego sasiednie wezty kraty.)

A

B

Uwagi. (1) Czas trwania Zawodéw: 180 minut. (2) Ortocentrum tréjkata jest punktem
przecigcia jego wysokosci. (3) Czworokat nazywamy cyklicznym, gdy da si¢ na nim opisac
okrag. (4) Przez Saxyz oznaczamy pole trdjkata AXY Z. (5) Srodkiem cigzkosci trojkata

nazywamy punkt przecigcia jego Srodkowych.



