LX MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
I. TEsT

W kazdym zadaniu testowym podano zatozenia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sie)
warianty tezy. Nalezy rozstrzygna¢ prawdziwo$¢ kazdego z wariantéw wpisujac TAK lub NIE w
miejscu zaznaczonym kropkami. Punktacja: 1 punkt za kazda poprawng odpowiedz, 0 punktéw

za brak odpowiedzi, —1 punkt za odpowiedz niepoprawng i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne
odpowiedzi w jednym zadaniu.

OZNACZENIA:

(1) N - zbidr liczb naturalnych. Zaktadamy, ze 0 nie jest liczbg naturalna, czyli N = {1,2,3,...}.

(2) |z] — czes¢ catkowita liczby rzeczywistej (podtoga) z, czyli najwieksza liczba catkowita mniej-
sza badz réwna .

(3) {z} - cze$¢ utamkowa liczby rzeczywistej x, czyli réznica x — |x].

1. Niech |z]| oznacza cze$¢ catkowita liczby z, a {x} cze$¢ utamkowsq. Wéwczas
TAK dla kazdej liczby rzeczywistej z zachodzi |z + 3| = |22] — |z];
NIE réwnanie |z + |22] = 2018 ma rozwigzanie;

TAK réwnanie {z} + {22} + ... + {20192} = 2018 ma rozwigzanie.
2. Kazdy trojkat mozna pociaé¢ na

TAK cztery trojkaty przystajace;

TAK trzy tréjkaty prostokatne;

NIE dwa tréjkaty podobne.

lz] + [y] =2

2

) . Wéwczas
+y‘=a

3. Dany jest uktad réwnan {

TAK jezeli a = 4, to uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan;
NIE jezeli a = 29, to uklad posiada rozwigzania wymierne;

TAK istnieje takie a > 0, ze uktad ma tylko rozwigzania catkowite.
4. SzeScian przecieto plaszczyzng otrzymujac w przekroju pieciokat. Wéwczas

NIE ptaszczyzna ta musi przechodzi¢ przez jeden z wierzchotkéw szescianu;
TAK wsrdd katéw wewnetrznych pieciokata znajda sie takie trzy, ktorych suma wynosi 360°;
NIE pieciokat ten moze by¢ foremny.



5. Jesli liczby k, m, n sg liczbami naturalnymii &£ = m + n, to

TAK k! dzieli sie przez m!;
NIE £ = nl;
TAK k! dzieli sie przez m! - n!.

6. Dany jest ciag (a,) okreSlony wzorem a,, = n" + n dla n € N. Wéwczas

NIE liczba asg19 jest podzielna przez 9;
NIE a, jest podzielne przez 100 wtedy i tylko wtedy, gdy n jest podzielne przez 100;
TAK istnieje n € N takie, ze ostatnig cyfrg a,, jest 4.

- o , , |Jr-sina—y-cosa=1
7. Dla pewnej liczby rzeczywistej o uktad réwnan { Y )
r-cosa—y-sina =1

TAK nie ma rozwigzan;
TAK ma nieskonczenie wiele rozwigzan,;
NIE ma doktadnie dwa rozwiazania.
8. Niechn € Nidany bedzie wielomian n-tego stopnia W (z) = 2+1z+222+1a3+. . 42000"gn,
Wéweczas
NIE liczba w jest liczba nieparzystq dla kazdego n € N;
TAK dla n nieparzystych wielomian ma doktadnie jeden pierwiastek rzeczywisty;
NIE W (x) > x dla kazdego x bez wzgledu na n.

9. Dany jest szeScian ABCDA'B'C'D'. Wéwczas

TAK w ostrostupie BC' DC” miara kazdego kata dwu$ciennego nalezy do przedziatu (45°, 90°];

TAK w ostrostupie ABD A’ miara kazdego nieprostego kata ptaskiego nalezy do przedziatu
(44°,65°);

TAK $rodek kuli opisanej na ostrostupie ABC B’ lezy na zewnatrz ostrostupa.

10. Niech funkcja S przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej sume jej cyfr. Istnieje taka liczba
naturalna n, ze
TAK S(n?) = 10;
NIE S(n?) = 15;
NIE S(n?) = 2.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Funkcja f dana jest wzorem f(x) = (z—ay)*+ (x —as)?+. ..+ (x —ay)?, gdzie k > 2. Wynika

stad, ze funkcja f
TAK f jest funkcja parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy a; + ... + a; = 0;

TAK ma co najwyzej jedno miejsce zerowe;

a1+a2+...+ak

TAK najmniejszg warto$¢ przyjmuje dla x = ?
Réwnanie |z] - {z} = ma

NIE rozwigzania dodatnie;
NIE rozwigzania niewymierne;

TAK nieskonczenie wiele rozwigzan.
Dany jest ciag (a,) okre$lony wzorem a,, = log, ,(3n + 3) dla n € N. Wéwczas

TAK istnieje nieskonczenie wiele n € N takich, ze a,, jest liczbg wymierna;
TAK ciag (a,,) jest ciagiem monotonicznym;
NIE ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

Istnieja takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, Ze réwnanie ax? + bz + ¢ = |z| ma

TAK doktadnie dwa rozwiazania;
TAK doktadnie trzy rozwiazania;

TAK nieskonczenie wiele rozwigzan.

Istniejg takie dwie liczby naturalne m,n > 1, ze iloraz NWW (m,n)/ NWD(m, n) jest réwny

NIE 180/11;
TAK 180/12;
TAK 180!/133,

Istnieje wielo$cian wypukty, ktéry ma

NIE doktadnie 7 krawedzi;
TAK doktadnie 29 krawedzi;
TAK doktadnie 2019 krawedzi.

Rozwazmy 2019-kat foremny. Wéwczas

NIE z jego wierzchotkéw mozna utworzy¢ nie wiecej niz 10° pieciokgtéw;

NIE mozna z wierzchotkow tego 2019-kata utworzy¢ 200-kat foremny;
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TAK stosunek pola kota opisanego na tym 2019-kgcie do jego pola wynosi 5375

2y

2019



18. Dany jest okrag o réwnaniu (z + 1)? + (y — 1)® = 2 i prosta k o réwnaniu y = az + a. Wobec
tego
NIE istnieje taka liczba rzeczywista a, ze Srodek danego okregu nalezy do prostej k;
NIE istnieje taka liczba rzeczywista a, ze odlegto$¢ od srodka okregu do prostej k jest wiek-
sza niz 1;
TAK dla kazdej liczby rzeczywistej a, prosta £ ma dwa punkty wspdlne z danym okregiem.

19. Pole tréjkata AABC jest rtéwne S. Punkty K, L, M naleza odpowiednio do bokéw AB, BC,

o [AK| _|BL| _ |CM] _ .
AC i KBl = [I0] = [iA] = 2. Wéwcezas

NIE pole tréjkata AK BL jest réwne 3 S;
TAK pole tréjkatéw AAKM, AKBL i ALCM sa réwne;
NIE tréjkat AK LM jest podobny do ACAB.

20. Na tablicy znajduje sie 2019 punktéw ponumerowanych liczbami 1, .. ., 2019, przy czym zad-
ne 3 z tych punktéw nie sg wspétliniowe.

TAK Mozna podzieli¢ te punkty na 673 trojki, ktore beda stanowi¢ wierzchotki tréjkatéw o
parami rozlacznych wnetrzach.

NIE Mozna podzieli¢ te punkty na 673 trdjki takie, ze suma numeréw w kazdej z tych tréjek
jest taka sama.

TAK Nauczyciel wymazat dwa losowe punkty wraz z ich numerami. Prawdopodobienstwo,
ze suma pozostalych numeréw jest nieparzysta wynosi co najmniej 1.

II. ZADANIA TEKSTOWE

Rozwigzania zadan tekstowych nalezy zapisa¢ na osobnych kartkach. Za kazde zadanie tek-
stowe mozna zdoby¢ punkty z przedziatu [0; 10] (ocenia sie poprawno$¢ rozwigzania, ale réwniez
prawidlowos¢ prezentacji).

1. Wyznaczy¢ najwiekszg liczbe czesci, na jakie 10 ptaszczyzn dzieli przestrzen.

2. Trzy okregi K, K5, K3 o promieniu 1 kazdy majg punkt wspdlny P. Ponadto K; N K, =
{P,C}, KanN K3 = {P,A}, Ky N K3 = {P,B}, gdzie punkty A # PiB # PiC # P.
Udowodni¢, ze punkty A, B, C' sg wierzchotkami tréjkata i ze promien okregu opisanego na
tym trdéjkacie wynosi 1.



Rozwiazanie zadania nr 1

W pierwszym kroku pokzemy, ze maksymalna liczba obszaréw (oznaczmy ja przez
Sy,) na jaka n prostych dzieli ptaszczyzne spelia nastepujaca zaleznosé rekurencyjna

Spr1=S,+(n+1), n>0, S5 =2 (1)

Istotnie, zauwazmy, ze jesli n prostych dzieli ptaszczyzne na S czedci to narysowanie
(n + 1)-szej prostej spowoduje zwiekszenie ilosci czesci o m + 1, gdzie m jest liczba
przecie¢ ostatniej prostej z pozostalymi prostymi. Z drugiej strony liczba przecieé
nie przekracza liczby n i jest jej rowna np. w sytuacji gdy zadne dwie proste nie sa
rownolegte oraz zadne trzy proste nie przecinaja sie w jednym punkcie. Oczywiscie
mozliwe jest poprowadzenie dowolnej ilosci prostych na plaszczyznie w taki sposob.
Oznacza to, ze

Nastepnie podobne rozumowanie przeprowadzmy dla ptaszczyn w przestrzeni. Jesli
n plaszczyzn 11y, ..., 11, podzielito przestrzen na P czesci to dodatkowa plaszezyzna
1,11 zwiekszy te liczbe o S, gdzie S jesli liczbg obszaréow na jakie plaszczyzna 11,
zostala podzielona prostymi ¢, := Il,,.; NIlg,k = 1,...,n. Liczba m powstalych
prostych nie przekracza n (zbior ¢, moze byé¢ pusty, by¢ prosta lub ptaszczyzna), a
zatem liczba S nie przekracza S,. Nalezy jeszcze uzasadnié, ze kolejne ptaszczyzny
mozna wybiera¢ w taki sposob aby S = S,,. Istotnie, wyboér ptaszczyn prowadziny
w taki sposob aby kazda kolejna ptaszczyzna

e nie byla rownoleglta do zadnej z poprzednich plaszczyzn (wtedy przy dowol-
nym k = 1,...,n zbiér ¢, bedzie prosta) ani do zadnej prostej utworzonej
z przeciecia poprzednich plaszczyzn (wtedy zadne dwie sposrod prostych £
nie beda réwnolegle oraz kazde trzy plaszczyzny beda mialy doktadnie jeden
punkt wspolny). Mozemy tak wybraé¢ z uwagi na nieskonczong ilo$é¢ dostepnych
kierunkéw doktadanej plaszczyzny oraz skonczong liczbe zastrzezonych.

e nie zawierala punktu przeciecia dowolnych z trzech wcze$niej wybranych ptasz-
czyzn - punktow takich jest skoriczenie wiele przy kazdym n, w odroznieniu od
dostepnych potozen ptaszczyzny o ustalonym nachyleniu.

Oznaczmy przez P, maksymalng liczbe obszaréw utworzona przez n ptaszczyzn. 7
przedstawionego rozumowania wynika, ze

Pn+1:Pn+Sn, n > 0. (2)

Biorac pod uwage otrzymane wzory rekurencyjne (1), (2) oraz fakt P; = 2 dostajemy

n 1234|5678 9 10
Sp 214|711 16|22 |29 37| 46 | 56
P, 2]4(8]15|26|42|64 |93 | 130|176




ZADANIE 2 Trzy okregi K, K5, K3 o promieniu 1 kazdy maja wspo6lny punkt P. Ponadto
Kl ﬂKQ = {P,C}, KgﬂKg = {P,A}, Kl ng = {P,B}, gdzie punkty A 7é P, B 7é P
i C' # P. Udowodni¢, ze punkty A, B, C' sa wierzchotkami trojkata, i ze promien okregu
opisanego na tym trojkacie wynosi 1.

ROZWIAZANIE: Niech K; = K(O4,1), Ky = K(O2, 1), K3 = K(O3,1). Jako ze sa to parami
rozne okregi, punkty O1, 0o, O3 sa parami rozne. Z tresci wynika, ze {O1, 02,03} C K(P, 1).
Skoro sa to trzy rozne punkty na okregu, to tworzg trojkat.
Pokazemy, ze zachodza nastepujace réwnosci:
|O105| = |AC|, |0105| = |AB], |0205| = |BC|.

Wynika z nich, ze punkty A, B, C tworza trojkat i, co wiecej, jest on przystajacy do trojkata
ANO10503. Ale promienie okregdéw opisanych na tréjkatach przystajacych sa takie same, zas
opisany na AO;0,05 jest (P, 1).

Wykazemy, ze |O103| = |AC|. Czworokat PO,CO; jest rombem, bo wszystkie jego boki
maja dtugosé¢ 1. Podobnie czworokat PO3AQ, jest rombem. Zatem
OsA || PO, || O1C,

czyli O3A || O,C. Stad i z réwnosci |O3A| = |01C| = 1 wynika, ze czworokat O103AC
jest rownolegtobokiem, wiec mamy |O,03| = |C'A|. Pozostalych réwnosci dowodzimy w
analogiczny sposob. 0J



