Wykaz, ze kazdy wielomian nieujemny (tzn. taki, ze W(x) > 0 dla x € R) o wspolczyn-
nikach rzeczywistych da sie¢ przedstawic jako suma dwoch kwadratéw wielomianéw
rzeczywistych.

Rozwigzanie

Wiadomo, ze dowolny wielomian W rozklada sie na czynniki stopnia co najwyzej drugiego.
Ponadto, jesli wielomian W jest nieujemny, to czynniki liniowe musza wystepowac w parzystej
potedze, a nierozkladalne czynniki kwadratowe musza by¢ postaci (x—p)?+q przy pewnych p,q €
R,q > 0. W szczegdlnos$ci W ma stopienr parzysty 2n,n € N oraz mozna go zapisa¢ za pomoca
iloczynu liczby nieujemnej i czynnikéw postaci (x —p)> +q przy p,q € R,q > 0 (*).

PrzeprowadZzmy indukcje wzgledem n. Dla n = 0 kazdy wielomian nieujemny jest postaci
W(x) =q,9 > 0. Wtedy W(x) rozktada si¢ w sposéb trywialny na sume kwadratéw dwdch wielo-
mianéw: W(x) = ( \/ﬁ)z +02. Zatézmy teraz, ze dla pewnego n > 0 dowolny wielomian W stopnia
2n rozklada sie na sume kwadratéw pewnych wielomianéw P i Q, tj. W(x) = P?(x)+Q?(x). Wyka-
zemy, ze dowolny wielomian V stopnia 2n+2 rowniez rozktada si¢ na sume kwadratéw. Istotnie,
z (*) wynika, ze V(x) = [(x — p)* + q]- W(x), przy pewnych p,q € R,q > 0 oraz nieujemnym wielo-
mianie W (x) stopnia 2n. Zgodnie z zalozeniem indukcyjnym W(x) = P?(x) + Q?(x), dla pewnych
wielomianow P, Q. Stad

V(x) = [(x=p)® +q]- [P*(x) + Q*(x)],
co mozna zapisaé w postaci
V(x) = [(x = p)P(x) - VZQ())* + [(x = p)Q(x) + VAP (x)]?

Zatem na mocy ZIM dowolny wielomian nieujemny mozna zapisac jako suma kwadratéow dwoch
wielomianow, CND.



