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LXI MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
I. TesT

W kazdym zadaniu testowym podano zalozenia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sig)
warianty tezy.

Punktacja:
1 punkt za kazda poprawna odpowiedz, 0 punktéw za brak odpowiedzi, —1 punkt za odpowiedz
niepoprawng i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi w jednym zadaniu.

Oznaczenia:
(1) N — zbior liczb naturalnych. Zaktadamy, Ze 0 nie jest liczba naturalna, czyli N ={1,2,3,...}.
(2) x| — cze$¢ catkowita liczby rzeczywistej (podtoga) x, czyli najwieksza liczba catkowita mniej-
sza badz rowna x.

1. Liczba 20182019%%%

....... ma co najmniej 3 dzielniki pierwsze,
....... ma w zapisie dziesietnym cyfre jednosci 2,

....... ma w rozkladzie na czynniki pierwsze co najmniej 10666 dwojek.
2. Niech p(n) oznacza iloczyn cyfr liczby naturalnej n.
....... 45|(p(1) + p(2) + ...+ p(2020)),

p(2)+...+p(10") jest ciagiem geometrycznym,
p(2)+...+p(10") < 46" dla wszystkich n € N.

3. Istnieje funkcja ciagta f : [0,1] > R

....... majaca nieskoniczenie wiele maksimoéw lokalnych,
....... majaca zbiér wartoéci [0, +0),

....... przyjmujaca nieskonczenie wiele razy co najmniej trzy wartosci.
4. Kwadrat mozna podzieli¢ na n kwadratow, gdzie

....... n jest dowolna potega o wyktadniku naturalnym liczby 4,
....... n jest dowolng liczba parzysta wieksza niz 5,
....... n jest dowolna liczba nieparzysta wieksza niz 5.

5. Wewnatrz kwadratu o boku 20 rozmieszczono n punktéw w taki sposob, ze odlegtos¢ do-
wolnych dwéch punktow jest wigeksza niz 3. Mozliwe jest, ze

....... n =50,
....... n=>59,
....... n=175.
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6. Niech f(x) = [x?]—[x]?, x> 0.
....... Zbidér wartosci funkgji f sktada sie tylko z liczb catkowitych i jest skoniczony.

....... f(x)g\/g-x.

....... w kazdym przedziale [n,1n+ 1] (n € N) funkcja ma co najwyzej 2n + 1 wartosci.

7. Szescian ABCDEFG przecieto ptaszczyzna prostopadta do gtéwnej przekatnej AG. Niech
—
P(t) oznacza pole otrzymanego przekroju zawierajacego punkt X(t) = A+t- AG, t€[0,1],
a R(t) promien okregu opisanego na tym przekroju.
....... Wykresem funkgcji P(t) jest lamana.
....... Funkcja R(t) jest rosnaca dla t € [0, %]
....... Wykresem funkcji R(t) jest tamana.
8. Niech Wi Q beda niestalymi wielomianami o wspolczynnikach rzeczywistych. Przez deg W
oznaczamy stopien wielomianu W.
....... 2|(degW +deg Q) = deg(W -Q) =degW +degQ
....... 2|deg W i3|degQ — 6|deg(W -Q)
....... 3|deg W i3|degQ — 3|deg(W + Q)
9. Niech W bedzie wielomianem stopnia 2n > 10, n € N. Przez W’ oznaczamy pochodna
wielomianu W.
....... Wielomian W osiaga kazda warto$¢ rzeczywista nie wigcej niz 2n razy.

....... Jesli xg jest wielokrotnym pierwiastkiem W, to jest takze pierwiastkiem W’.

....... Istnieje nieskoniczenie wiele wartosci, ktore wielomian W osiaga doktadnie dwa razy.

10. Liczba \/1 +2020\/1 +2019\/1 +2018V1+2017-2015

....... jest liczba niewymierna,
....... jest >2020,
....... jest <2021.
11. W trojkacie AABC zachodza réwnosci m(<tA) = 30°, m(<B) = 60° i |AB| = 2. Czworokat
KLMN spetnia warunki L€ AB, M € BC, N e CA i K € AB. Wéwczas
....... czworokat KLMN moze by¢ kwadratem,
....... pole czworokata KLMN moze by¢ wigksze niz 1,
....... jezeli czworokat KLMN jest kwadratem, to |[KM| = 11—3(8\/8— 6\5)
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2020! : B 2020!
202!-201!-200! ~202!+201!+200!"

....... liczba A jest liczba catkowita,

12. Dane sa liczby A = Woéweczas

....... liczba B jest liczba catkowita,

....... iloraz % jest liczba catkowita.

Xx+2 . x+3
1
x+1 X+ 2

13. Liczbe rzeczywista x nazwiemy dobrg, gdy liczby s liczbami catkowitymi.

Wébwczas

....... zbidr liczb dobrych jest niepusty,
....... istnieje co najmniej jedna niewymierna liczba dobra,

....... istnieja doktadnie dwie liczby dobre.
14. Roéwnanie

....... sinx = ctgx ma nieskonczenie wiele rozwiazan rzeczywistych,
....... cosx = tgx ma nieskonczenie wiele rozwiazan rzeczywistych,

....... sinx + cos x = ctgx + tgx ma nieskorniczenie wiele rozwiazan rzeczywistych.

15. Dla danego zbioru skoniczonego X, przez Li(X) oznaczamy liczbe jego podzbiorow k-
elementowych. Wowczas

....... nie istnieje taki zbiér X, dla ktérego Ls(X) > Lg(X),
....... jezeli Ls5(X) > Lg(X), to w zbiorze X istnieje podzbiér 10-elementowy,
....... jezeli Ls5(X) > Lg(X), to istnieje taki podzbidr Y C X, ze L5(Y) < Ly(Y).

16. Nieskonczony ciag liczbowy (ay, a,, as,...) nazywa sie ciggiem wypuktym, gdy dla dowol-
nego k € N zachodzi nieréwnos¢ 2ay,; < ay + ag,,. Woéwczas

....... ciag (h,) dany przez h, = % jest ciggiem wypuktym,
....... kazdy ciag arytmetyczny jest ciggiem wypuktym,

....... jezeli ciag (a,) jest ciggiem wypuklym, to ciag (b,) dany przez b, = a2 réwniez jest
ciggiem wypuktym.

17. Czy istnieje

....... ciag arytmetyczny szeSciowyrazowy, w ktorym wszystkie wyrazy sa liczbami pierw-
szymi?

2k+1 gdzie p > 3, k € Ni wszyst-

....... ciag arytmetyczny trzywyrazowy postaci p, p+ 25, p+
kie wyrazy sa liczbami pierwszymi?

2

....... ciag arytmetyczny trzywyrazowy postaci n?, m?, k?, gdzie n,m, k € N, w ktérych wy-

razy sa parami wzglednie pierwsze?
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18. Czy istnieje liczba naturalna

....... dwucyfrowa, ktora jest rowna sumie kwadratéw swoich cyfr?
....... trzycyfrowa, ktora jest rowna sumie sze$ciandéw swoich cyfr?

....... czterocyfrowa, ktora jest rowna sumie czwartych poteg swoich cyfr?

19. Czy istnieje niestaly wielomian P o wspolczynnikach rzeczywistych taki, ze dla kazdego
xeR

20. Rzucamy wielokrotnie dwiema szeSciennymi kostkami do gry. W kazdym rzucie sumuje-
my liczbe oczek na obu kostkach.

....... Prawdopodobienistwo, ze w kazdym z pieciu poczatkowych rzutéw wypadnie suma 7

. C. 1
jest mniejsze od 5557-

....... Prawdopodobienistwo, ze w pieciu poczatkowych rzutach suma oczek podzielnych
przez 3 wypadnie co najmniej cztery razy jest mniejsza od %

....... Prawdopodobiefistwo, ze suma 8 wypadnie przed suma 7 jest wieksze od 1.
II. ZADANIA TEKSTOWE

Rozwigzania zadan tekstowych nalezy zapisa¢ na osobnych kartkach. Za kazde zadanie tek-
stowe mozna zdoby¢ punkty z przedziatu [0; 10] (ocenia si¢ poprawno$¢ rozwiazania, ale row-
niez prawidtowos$¢ prezentacji).

1. Wykaz, ze kazdy wielomian nieujemny (tzn. taki, ze W(x) > 0 dla x € R) o wspodlczynni-
kach rzeczywistych da sie przedstawic jako suma dwdch kwadratéw wielomianéw rzeczy-
wistych.

2. Dany jest tréjkat AABC. Niech AD bedzie $rednica okregu opisanego na tym tréjkacie.
Oznaczmy przez H punkt przecigcia wysokosci trojkata AABC. Wykaza¢, ze prosta Igc
dzieli odcinek HD na dwie rowne czeSci.



