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LXII Mi1gDpzYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
Czas zawodow: 180 minut. Nie wolno korzysta¢ z urzadzen elektronicznych.

I. Test

W kazdym zadaniu testowym podano zalozenia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace
sie) warianty tezy.

Punktacja:
1 punkt za kazda poprawna odpowiedz, 0 punktéw za brak odpowiedzi, —1 punkt za odpo-
wiedZ niepoprawna i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi w jednym zadaniu.

Oznaczenia:
(1) N —zbiér liczb naturalnych. Zaktadamy, ze 0 nie jest liczba naturalna, czyliN = {1, 2,3,...}.
(2) axayx_i..-ag — liczba naturalna n taka, Ze a, to cyfra jednosci liczby n, a; to cyfra dziesia-
tek liczby n itd.

1. Ciag arytmetyczny (a,), ktorego pierwszy wyraz a; jest liczba dodatnia, spelnia wa-
runek 6ag = 10a;3. Niech ponadto s, oznacza sume a; +a;, +... + a, poczatkowych n
wyrazow tego ciagu. Wowczas

....... roznica r tego ciagu jest liczba dodatnia;
....... 21&20 =4a10,
....... dla kazdego n € N zachodzi nieréwnos¢ s,, < s7.

2. Ciag (a,) dany jest przez warunki poczatkowe ay = 1, a; = 2 i rownos¢ rekurencyjna
An40 = Ay41 —a, dla n > 0. Wowczas

....... y100 0 1,
....... Y p20az = 203.
3. Dana jest liczba pierwsza nieparzysta p. Woéwczas
....... istnieje taka liczba naturalna n, ze \/n+ p + y/n jest liczba naturalna;
....... istnieja 2022 takie liczby wymierne u, ze \/ui + p + Vu jest liczba wymierna;
....... istnieje taka liczba naturalna 1, ze Vn + 2 + \/1 jest liczba naturalna.

4. Punkt X lezy na wysokosci CC’ trojkata AABC. Katy przy wierzchotkach A, Bi C
oznaczamy odpowiednio przez «, i y. Wowczas
....... AX 1 BC wtedy i tylko wtedy, gdy BX 1 AC;
....... |{AXB| = a + p wtedy i tylko wtedy, gdy X = H, gdzie H jest ortocentrum AABC;
....... jezeli |CX|tgy =|AB|, to X = H, gdzie H jest ortocentrum AABC.

5. Wszystkie nieujemne catkowite potegi liczby 3 oraz ich skoficzone sumy zostaly uto-

zone w ciag w kolejnosci niemalejacej. Otrzymano w ten sposéb ciag a; =1, a, = 3,
a;=4,a4=9,a5=10,a4=12,a,=13,ag3 =27, .... Wowczas

1



12 marca 2020 MZM-2022

10.

....... ciag ten jest rosnacy;
....... w ciggu tym wystepuje liczba 2022;
....... ajrp022 = 88461.

. Dana jest liczba 187. Wowczas

....... liczba 187 jest liczba pierwsza;

....... istnieje 6 liczb naturalnych dla ktérych 187 jest najwiekszym dzielnikiem wtasci-
wym (dzielnik wlasciwy liczby to dzielnik liczby, mniejszy od niej samej);

....... istnieja co najmniej 52 liczby naturalne mniejsze od 10%, dla ktérych 187 jest
dzielnikiem wlasciwym.

Najkrotszy oraz najdtuzszy bok pewnego trojkata maja odpowiednio dlugosci 1 i 3.
Woéweczas
....... pole tego trojkata moze by¢ kazda liczba z przedziatu (O; %),

3V13,

....... maksymalny mozliwy promieni okregu wpisanego w ten trojkat wynosi >z5=>;
....... maksymalny mozliwy promien okregu opisanego na tym trdjkacie jest mniejszy
niz 2022.

Niech F bedzie zbiorem wszystkich funkcji f : R — R spelniajacych warunek f(x) =
f(x?) dla x € R. Woéwczas
....... zbior F zawiera wielomian stopnia wiekszego od 1;
....... zbiér F zawiera tylko funkcje nierosnace lub niemalejace;

....... zbior F zawiera pewna funkcje o trzech wartosciach.

. Liczbe naturalng n = aga;_1...ap nazywamy palindromem, gdy n = ayay...ax_1ax. Dla

przykladu palindromami sa liczby 7, 33, 494. Wowczas

....... jesli kwadrat liczby n > 1 jest palindromem, to 11|n;

....... istnieja liczby pierwsze > 20, ktore sa palindromami;

....... istnieje nieskonczenie wiele szeScianow (liczb naturalnych), ktére sq palindroma-
mi.

Niech A bedzie zbiorem takich punktéw (x,y) € R? o obu wspétrzednych dodatnich, ze
z odcinkow o dtugosciach x,y,1 mozna zbudowac tréjkat, a z odcinkéw o dtugosciach
x,9,2 nie mozna zbudowac tréjkata. Wowczas

....... istnieja dwa punkty o obu wspotrzednych catkowitych nalezace do A;

....... zbiér A jest figura geometryczna o polu 1;

....... zbioér A ma $rodek symetrii.
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11. Oznaczmy przez J(b, k) liczbe 1 +b +... + , gdzie k,b € N. Wowczas

....... istnieje nieskonczenie wiele k > 1 takich, ze J(10,k) jest kwadratem liczby natu-
ralnej;

....... istnieje nieskonczenie wiele takich b, ze liczba J(b, 3) jest kwadratem liczby natu-
ralnej;

....... jesli b jest liczba parzysta i J(b, k) jest kwadratem liczby naturalnej, to 8|b.

12. Dla liczby naturalnej n = axay_1...ag niech f(n) oznacza liczbe a;_j...ajagax + 1. Dla
przykladu: f(4) =5, f(24) = 43, f(807) = 79. Dalej niech uy € Ni u,,; = f(u,) dla
n € N. Wowczas niezaleznie od wyboru u,

....... ciag (u,) jest okresowy;
....... ciag (u,) jest ograniczony;
....... NWD(u,, u,,1) < 2 dla kazdego n € N.
13. Dane sa funkcje f(x) = x> +ax+b,g(x) = x>+ cx+d,a,b,c,d € R, przy czym wyrdznik

funkcji f jest dodatni, a miejsca zerowe funkcji g sq kwadratami miejsc zerowych
funkcji f. Wowczas

14. W ostrostupie ABCD katy {BAD, LCAD, £BAC sa proste. Wowczas

2 _p2 2 2 .
....... Pgep = Piep + Pigp + Piges
....... Srodek kuli opisanej na ABCD jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie BCD;

....... |AB| - |AC| - |AD| = h - Pgcp, gdzie h to wysokos¢ ostrostupa wychodzaca z wierz-
chotka A.

15. Liczby 1,2,3,4,5,6,7,8 ustawiamy losowo w ciag. Rozwazmy zdarzenia: A — suma
czterech poczatkowych wyrazéw otrzymanego ciagu jest mniejsza od sumy czterech
pozostatych, B — suma czterech poczatkowych wyrazéow otrzymanego ciagu jest wiek-
sza od czterech pozostatych. Wobec tego

....... P(A) = P(B);
....... P(A) = %;
....... P(A)< %

16. Niech T bedzie zbiorem wszystkich trapezéw réwnoramiennych, ktérych przekatne
tworza z podstawami kat a i maja dtugos¢ d. Wynika stad, ze

....... obwody wszystkich trapezoéw nalezacych do zbioru T sa rowne;

....... pola wszystkich trapezéw nalezacych do zbioru T sa rowne;
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....... suma podstaw kazdego trapezu nalezacego do zbioru T jest rowna 2d cosa.

17. Istnieje taka liczba rzeczywista m, ze zbior rozwigzan nieréwnosci |x| + m < ﬁ
....... jest zbiorem pustym;

....... jest rowny R\ {0};
....... jest zawarty w przedziale (—%O, 11—0)

18. Kazdy punkt ptaszczyzny pomalowano na jeden z kolorow: czerwony lub niebieski.
Wobwczas niezaleznie od pokolorowania

....... istnieja dwa punkty tego samego koloru odlegte od siebie o 1;

....... istnieja trzy punkty tego samego koloru bedace wierzchotkami trojkata prosto-
katnego.

....... istnieje na tej ptaszczyZnie prostokat o wierzchotkach jednego koloru;
19. Ze zbioru liczb 1,2,...,2022 wybieramy 1012 liczb. Wowczas

....... roznica pewnych dwoch z nich wynosi 1;
....... pewne dwie z nich sa wzglednie pierwsze;

....... s takie dwie, ze jedna dzieli sie przez druga.
20. Jesli sinx —cosx =p to

: 1+2p-p*
....... sin® x + cos*x = #}

II. ZADANIA TEKSTOWE

Rozwiazania zadan tekstowych nalezy zapisac¢ na osobnych kartkach. Za kazde zadanie
tekstowe mozna zdoby¢ punkty z przedziatu [0; 10] (ocenia sie poprawnos¢ rozwiazania,
ale rowniez prawidlowos$¢ prezentacji).

1. W pieciokacie wypuklym ABCDE zachodza rownoSci:
|AB| =|BC|=|CD|, |AE|=|EB|=|BD|, |AC|=|CE|=|ED|.
Wyznaczy¢ miary katow tego pieciokata.

2. W szkolnym turnieju szachowym wystepuje dwojka uczestnikow z klasy pierwszej
oraz pewna ilo$¢ uczestnikow z klasy drugiej. Wszyscy gracze odbyli doktadnie je-
den pojedynek ze wszystkimi pozostatymi uczestnikami turnieju. Wiadomo, ze dwaj
pierwszoklasisci tacznie zdobyli 8 punktow, a kazdy z drugoklasistow uzyskat taka
sama ilo§¢ punktow. Ilu drugoklasistow uczestniczylo w turnieju? (za wygrana jest
przyznawany 1 punkt, za remis % punktu, a za przegrana 0 punktow).



