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LXIII MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
Czas zawodow: 180 minut. Nie wolno korzysta¢ z urzadzen elektronicznych.
I. TEST

W kazdym zadaniu testowym podano zalozenia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sie) warianty
tezy. Nalezy rozstrzygna¢ prawdziwosc kazdego z wariantow, wpisujac stowo TAK lub NIE w miejscu
zaznaczonym kropkami.

Punktacja:

1 punkt za kazda poprawng odpowiedzZ, 0 punktéw za brak odpowiedzi, —1 punkt za odpowiedzZ nie-
poprawnag i 1 punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi w jednym zadaniu.

Oznaczenia:

(1) N —zbiér liczb naturalnych. Zakladamy, ze 0 nie jest liczbg naturalna, czyliN ={1,2,3,...}.
(2) |x| - czes¢ calkowita liczby rzeczywistej (podtoga) x, czyli najwieksza liczba calkowita mniejsza
badzZ réwna x.

1. Liczbal-2-3-...-37

a) TAK jest podzielna przez 2023;
b) NIE jest podzielna przez 10%;

c) NIE jest wigksza od liczby 19%.

2. Przekatne trapezu ABCD o podstawach AB i CD przecinaja sie w punkcie E, a proste zawieraja-
ce ramiona trapezu w punkcie F. Pole tréjkata AABE jest rowne 12, a pole tréjkata ADCE jest
rowne 3. Wowczas
a) TAK obwdd tréjkata A ABE jest dwa razy wigekszy od obwodu trojkata ADCE;

b) NIE obwdd tréjkata A ABF jest cztery razy wiekszy od obwodu tréjkata ADCF;
¢) TAK pole trojkata A ABF jest cztery razy wieksze od pola tréjkata ADCF.

3. Mozna tak dobra¢ liczbe rzeczywista m, aby uktad

lx—yl = m
x+2y =

[—

a) TAK nie miat rozwigzan;
b) TAK miat doktadnie jedno rozwigzanie;
¢) NIE mial nieskoriczenie wiele rozwigzan.

2023 |,
1) Woéwczas

4. Dany jest ciag a, = (&=

n
a) NIE a, jest ciggiem geometrycznym,;
b) TAK a, jest ciagiem malejacym;

c) TAK ayggoz <.
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5.

10.

n
Symbol Y aj oznacza sume a; + az + ...+ a,. StwierdZ prawdziwo$¢ ponizszych zdan.
k=1

2023 k(k+1)
a) NIE Y k(-1) 2 >0
k=1

2022 k(k+1)
b) TAK Y k(-1)"2z +2023=0
k=1

2021 ke | 2022

C) NIE( Y k(=1)"z— >1
k=1

Dana jest liczba naturalna n. Wtedy

a) TAKiloczyn (8n —2)(8n—1)8n jest podzielny przez 24;
b) NIE jesli n oraz 8n — 1 sg liczbami pierwszymi to liczba 8n — 3 jest liczbg pierwsza;

c) NIE jesli n oraz 8n—1 sa liczbami pierwszymi to liczba (871)% — (81— 1) jest podzielna przez 3.

. Niech py(X) oznacza liczbe k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego X, gdzie k < n.

Istnieje taki zbior X, ze:

a) TAK p3(X) = 2p4(X);
b) NIE p3(X) = 3p4(X);
c) NIE 2pe(X) = p5(X) + p7(X).

Niech wewnatrz tréjkata r6wnobocznego o boku dtugosci 1 dany bedzie punkt P, a x, y, z ozna-
czaja odlegltosci tego punktu od bokéw tréjkata. Wowczas

a) TAKx+y+z:§;
b) NIE xyz = 3;

2,2, ,2_1
¢) NIEx“+y“+2z°= 7.

. Niech f: R — R bedzie funkcjg okre§long wzorem f(x) = min (x — [x], [x] + 1 — x). Wéwczas

a) TAK funkcja f(x) jest parzysta;
b) TAK dla kazdego x, y € R zachodzi | f(x) — f(»)| < |x—y[;
c) TAK funkcja g: R — R dana wzorem g(x) = f (x + ) — 1 jest nieparzysta.

Stosunek dlugosci podstawy AB do dtugosci ramienia BC tréjkata réwnoramiennego A ABC jest
réwny m. Oznaczmy miare kata ZACB jako y. Wtedy

a) TAKme€ (0,2);

b) TAK cos(y)=1- m72;
¢) NIEjezeli me (1,2), to trojkat A ABC jest rozwartokatny.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Réwnanie |x? + ax+ b| = 1 ma dokladnie trzy rozwigzania rzeczywiste xj, X, x3 takie, ze x; < x» <
x3. Wtedy

a) NIE x3 musi by¢ liczbg dodatnia;

b) TAK 2x, — x1 = X3;

c) NIE x3—x; =2.

Wielomian x2923 —2023x -1

a) TAK ma co najmniej jeden pierwiastek niewymierny;

b) NIE nie ma pierwiastkéw rzeczywistych;

¢) TAK ma dwa pierwiastki rzeczywiste tego samego znaku.

Funkcja f: R — R okreslona jest wzorem f(x) = x> + ax + 1, gdzie a € R jest pewna liczba rzeczy-

wistg. Wowczas

a) NIE f(x) jest funkcja nieparzystg wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0;

b) NIE f(x) jest funkcjg rosngcg wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0;

¢) NIE istnieje liczba wymierna a, dla ktorej wielomian f(x) ma dokladnie dwa pierwiastki rze-
czywiste.

Zbioér A= {(x,y): cos(x* + y?) <0, x € R, y € R} jest podzbiorem plaszczyzny XOY. Wéwczas

a) NIE A jest zbiorem pustym;

b) NIE w zbiorze A zawiera si¢ pewien okrag o promieniu 1;

c¢) TAKw zbiorze A zawiera si¢ pewien okrag o promieniu 2.
Oznaczmy przez ¢(n) liczbe ztozong z n jedynek, czyli {(n) = 11...1.

nrazy

a) NIE Jezeli n jest liczbg pierwsza, to ¢(n) jest liczba pierwsza.
b) TAK Jezeli n jest liczbg ztozona, to ¢(n) jest liczba zlozona.
¢) TAK Liczba ¢(27) jest podzielna przez 27.

Oznaczmy przez p(n) liczbe v11...1-22...2 . Wtedy
2n razy nrazy

a) NIE p(11) jestliczba pierwsza;

b) TAK p(22) jest podzielne przez 3;

¢) NIE p(100) jest liczbg niewymierna.

Rozwazmy dowolny A ABC w kartezjanskim uktadzie wspolrzednych, gdzie wierzcholki A, B, C
majq obie wsp6trzedne wymierne. Wtedy

a) TAK pole AABC jest wymierne;

b) NIE sinusy katéw wewnetrzych A ABC sg wymierne;
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¢) TAK tangensy katéw wewnetrznych sg wymierne.
18. Czy istnieje kwadrat liczby naturalnej zakonczony doktadnie 2023 cyframi

a) NIE 0?
b) NIE 9?
c) NIE 4?

19. Niech Kj i K, beda zewnetrznie roztgcznymi okregami na ptaszczyznie o promieniach r; > ry i
srodkach odpowiednio Si, S». PoprowadZmy wspdlng styczng do tych okregéw taka, ze punkty Sy
i Sy leza po tej samej stronie prostej stycznej. Oznaczmy punkty styczno$ci odpowiednio przez
Ty i T,. Wéwczas na pewno zachodzi:

a) TAK[S; 82| > T T2|;
b) NIE [§182] > |51 T2l;
c) NIE|S;S2| > |T1Sal.

20. Dany jest czworoScian foremny. Niech S, = . (O, R) bedzie sferg opisang na tym czworoScianie,
za$ S, = (0, r) — sferg wpisang w niego. Oznaczmy przez V,, V,, objetosci odpowiednio S, i
S. Woéwczas
a) TAKO' = 0;

b) NIE R =2r;
¢) NIE V,=8V,,.

II. ZADANIA TEKSTOWE

Rozwiagzania zadan tekstowych nalezy zapisa¢ na osobnych kartkach. Za kazde zadanie tekstowe
mozna zdoby¢ punkty z przedziatu [0; 10] (ocenia sie poprawno$¢ rozwigzania, ale r6wniez prawidto-
woS$¢ prezentaciji).

1+V5
2

1. Wykaz, ze jesli a > , to

1+2023a®
1+ [—a J

=2023.
a

Rozwiazanie:

L4v5 wynika, ze a2 — a— 10, a stad mamy

Z zalozenia a >
1
a>—+1.
a
Z definicji cze$ci catkowitej wynika, ze

=—+4+2023a-a,

a

{1+2023a2J 1
a

4
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dla pewnego «a € [0,1). Wéwczas otrzymujemy

2
1+ {—”2‘;23“ J 1+1+2023a-a 1 1
_ _ Ml+__a)._+2023J =2023.
a a

a a

Prawdziwo$¢ ostatniej rownoSci wynika stad, ze

1 1 1 a 1 1 1
l+——a|l-—<(a@a—-a)-—=1—-—<1 oraz 1+——a-—>—2>0.
a a a a a a a

2. Niech a, 8, y bedg miarami katéw wewnetrznych tréjkata. Wykaz, ze zachodzi nier6wnosc¢

1 1 1
+ + <2(ctga+ctg b+ ctgy).
sina sinff siny (ctg gh+cigy)

Rozwigzanie:
Stosujac standardowe oznaczenia dostajemy

sinag = —
bc
ze wzoru na pole tréjkata oraz
b’ +c? - a?
cosq=—————
2bc
z twierdzenia kosinus6w. Stad
b’ +c? - a?
ctga = ——
4P

Analogiczne wyrazenia otrzymujemy dla i y. Dalej dostajemy

*+c2—a®> c+a*-b> a>+b*-c2 a2+b2+02>
+ + =

2(ctga+ctgf+ctgy) =2

4P AP 4P 2P -
ab+bc+ca bc ca ab 1 1 1
> = — + — + — = — +——+ —
2P 2P 2P 2P sina sinf siny



