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LXIV MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
Czas zawodow: 180 minut. Nie wolno korzystac z urzadzen elektronicznych.
I. TEST

W kazdym zadaniu testowym podano zatozenia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sie) warianty
tezy. Nalezy rozstrzygna¢ prawdziwos¢ kazdego z wariantéw, wpisujac stowo TAK lub NIE w miejscu
zaznaczonym kropkami.

Punktacja:
jeden punkt za kazdg poprawng odpowiedz, zero punktéw za brak odpowiedzi, minus jeden punkt za
odpowiedZ niepoprawng i jeden punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi w jednym zadaniu.

Oznaczenia:

(1) N —zbidr liczb naturalnych. Zakladamy, ze 0 nie jest liczbg naturalna, czyliN ={1,2,3,...}.
(2) Q4 —zbior lliczb wymiernych dodatnich.

3) ()= - symbol Newtona

n!
(n=K!- k!

1. Liczby naturalne a, b, c, d nie sg podzielne przez 5, przy czym liczby a+ b, b+ ¢, ¢+ d sa podzielne
przez 5. Wtedy
a) ..NIE..liczba a + c jest podzielna przez 5;
b) ..TAK..liczba a + d jest podzielna przez 5;

¢) ..TAK..liczba (a - c)(a + c + 2ab) jest podzielna przez 5.

7+v35 5+V55 11+v77, ‘
. . es
5+v35 11+v55 7+vV77 .

a) ..TAK.. wymierna;
b) ..NIE.. wieksza od 1;

c) ..TAK.. pierwiastkiem réwnania x> = 3x +2 = 0.

2. Liczba

3. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o srodku O oraz <AOC = <BOD. Wéwczas

a) ..TAK.. czworokat ABCD jest trapezem réwnoramiennym;
b) ..NIE.. proste BC i AD s3 réwnolegte;
c) ..NIE.. proste AB i CD sg rownolegle.

4. Czy podane ponizej liczby sg kwadratem liczby naturalnej?

a) ..NIE.. 666...66;
——
2024 cyfr
b) ..TAK..1000...02000...01
—_—— —\—
2024 cyfr 2024 cyfr
c) ..TAK..111...1222...25
N e —
2023 cyfr 2024 cyfr

5. Istnieje zbior 2024 odcink6éw na plaszczyzZnie taki, ze kazdy z nich ma punkt wsp6lny
a) ..TAK.. zkazdym innym;
b) ..TAK.. dokladnie z 1012 innymi odcinkami;

¢) ..TAK.. z dokladnie trzema innymi odcinkami.
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10.

11.

Odcinki AC i BD przecinajg si¢ w punkcie P, przy czym |AP| < |CP| oraz |BP| < |DP|. Wynika z
tego, ze

a) ..NIE.. |AB| < |CDJ;

b) ..TAK.. obwéd tréjkata ABP jest mniejszy od obwodu tréjkata CDP;

¢) ..NIE.. odlegtos¢ punktu P od prostej AB jest mniejsza od odlegloSci P od prostej CD.

1
Liczba ay = 27 dla k € N zapisana w systemie dziesietnym jest ulamkiem okresowym. Wtedy

a) ..TAK.. liczby 3as i 5as majg okresy tej samej dlugosci;
b) ..TAK.. dla k =7 okres liczby a; zaczyna si¢ od 8 cyfry po przecinku;
¢) ..NIE.. dla k > 7 dlugosc¢ okresu liczby a; jest wieksza od 6.

Dwie wysoko$ci pewnego tréjkata majq dtugosc¢ wigksza niz 1. Stad

a) ..NIE.. trzecia wysoko§¢ rowniez ma dlugosc wigksza niz 1;
b) ..TAK.. kazdy z bokow tego tréjkata ma dtugos$¢ wieksza niz 1;
c) ..TAK.. pole tego trojkata jest wieksze od %

. Oznaczmy a, = (7 +v/48)" + (7 — v/48)". Czy prawda jest, ze

a) ..NIE.. az = 143;
b) ..TAK.. ay = 14a3 — ay;
c) ..TAK.. ay3 dzieli sie przez 14?

Rozwazmy funkcje m, [: Q. — Q, okreSlone wzorami

m(g): p ,l(g):pw/_
q) p+q q q

Mowimy, ze utamek % otrzymaliSmy z utamka %, jezeli wychodzac od utamka 2 i dziatajac funk-

R . a ...
cjami m i [ w pewnym momencie otrzymamy utamek 3 Woéweczas

a) ..TAK.. jezeli utamek % jest nieskracalny, to kazdy utamek otrzymany z niego jest nieskracalny;

b) ..NIE.. jezeli utamek % otrzymamy z ulamka 2, to utamek 2 otrzymamy z ulamka %;

1
c) .TAK..zulamka 1l = 1 otrzymamy kazdy nieskracalny utamek z Q..

W kuli o promieniu 1 wybrano 9 punktéw Ay,..., Ag, z ktérych Zadne 3 nie leza na jednej prostej
ani zadne 4 na jednej plaszczyZnie. Wynika z tego, ze:

a) ..TAK..istniejg dwa punkty w odlegloéci nie wiekszej niz v/3;

b) ..TAK..istnieja dwa punkty A;, A; takie, ze katy <<ArA; Aj i <AxAjA; sg ostre dla kazdego k # i
oraz k # j;

¢) ..TAK..istnieje takie utozenie punktéw Aj,..., Ag, w ktérym objeto$¢ czworoscianu o wierzchot-

kach Aj, Ay, As, A4 jest wieksza niz %
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Niech p i g bedg ustalonymi niezerowymi liczbami rzeczywistymi. Niech liczby a, b i c¢ takie, ze
a < b < ¢, spetniaja réwnoSci

a®+pa+q=0, b(b*+p)=—-q, —c>=pc+q.
Wtedy

a) .TAK.a+b+c=0;

c+3 +3 b+3
b) ..NIE.. ab- T+bc a +ac-T:p+q;

¢) ..NIE.. istniejq takie p i g r6zne od 0, ze b jest Srednig arytmetyczng a i c.

Czy nastepujace réwnosci sg prawdziwe?

2024 202
a) ..TAK.. k-( Ok ):2024-(k0 i)) dla ke {1,2,...,2023};

b) ..TAK.. Zkk) =2- (Zkk_ 1) dla kazdej liczby naturalnej k;
o i, DHE+E+ o) |, 2024
D+ +E)+..+ (o) 2028

Rozwazmy funkcje wielomianowa W (x) = a,x" + a,_1x" ' + ... + a,x*> + a1 x + ap dla pewnych
ustalonych wspétczynnikow a;, gdzie a,, # 0. Wowczas

a) ..NIE.. mozna tak dobra¢é liczby ay, a;,...,a, € Z, aby W(7) =51 W(15) =9;

b) ..TAK..jezeli W(1) =0oraz W(x) >0dlaxeR,to a, +2a,-1+...+(n+1)ay=0;

¢) ..TAK..jezeli x- W(x—1) = (x —2) - W(x), to wielomian W (x) ma stopien 2.

Istniejg trzy rézne liczby naturalne nieparzyste a, b, ¢ takie, ze

a) ..TAK.. ciag bc, ac, ab jest ciggiem geometrycznym,;

1 1 1 1
b) ..NIE.. zachodzi r6wno$¢ — + — + — = ——;
a b c 2024

. a+1 b+1 c+1
c) ..TAK.. ciag T
a

Cieciwy AB i CD okregu przecinajg si¢ w punkcie P. Wtedy

jest ciagiem arytmetycznym.

a) ..NIE..jesli |CP| =|DP|, to réwniez |AP| = |BP|.

b) .. TAK..jesli |AP|=2,|BP|=8i|CP|+|DP| =8, to BP jest Srodkowq trojkata ACBD;

c) ..TAK..jezeli |AP| =|BP|i|CP|=|DP]|, to P jest Srodkiem okregu;

W kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych dane sg punkty A; = (i,0) oraz B; = (i,1), i = 1,...,100.
Losujemy 4 sposréd nich.

1

a) ..TAK.. Prawdopodobieristwo, ze wylosowane punkty tworzg prostokat, jest mniejsze niz 1ot

1
b) ..NIE.. Prawdopodobieristwo, ze wylosowane punkty sg wspotliniowe, jest wieksze od 3

¢) ..NIE.. Prawdopodobieristwo, ze wylosowane punkty tworza czworokat o polu 4, jest mniejsze
1

niz .
2024
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18. Pole tréjkata, ktorego wspotrzedne wszystkich wierzchotkéw w uktadzie kartezjanskim sg liczbami
catkowitymi, jest liczbg catkowita, jesli

a) ..TAK.. obie wspolrzedne wszystkich wierzchotkow sg liczbami nieparzystymi;
b) ..NIE.. obie wsp6lrzedne co najmniej jednego wierzchotka sg liczbami parzystymi;

c) ..TAK.. wspétrzedne kazdego wierzchotka sg parg liczb, z ktérych jedna jest parzysta, a druga
nieparzysta.

19. Funkcja f(x) spetia warunek f(x) +2f(1 — x) = x*. Wéwczas

a) ..NIE.. istnieje nieskoniczenie wiele takich funkcji;
b) ..NIE.. funkcja f(x) moze by¢ parzysta;

¢) ..NIE.. funkcja f(x) nie ma miejsc zerowych.
20. Czy szachownice wymiaru
a) ..NIE.. 10 x 10 mozna pokry¢ ksztaltami

1 1
1 1

1

b) ..NIE.. 25 x 25 mozna pokry¢ dwoma rodzajami ksztattow
2 1
1]
1
1

¢) ..NIE.. 10 x 10 mozna pokry¢ prostokgtami

1
4

A U

W powyzszych rysunkach wszystkie sasiadujace odcinki sg wzajemnie prostopadle, a liczby
przylegajace do danego odcinka oznaczaja jego dtugosc.

II. ZADANIA TEKSTOWE
Rozwigzania zadan tekstowych nalezy zapisa¢ na osobnych kartkach. Za kazde zadanie tekstowe

mozna zdoby¢ punkty z przedziatu [0; 10] (ocenia si¢ poprawnos$c¢ rozwigzania, ale rowniez prawidto-
woS¢ prezentacji).
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1. Wykazac, ze liczba

L(\/E + 1)2024J
jest nieparzysta.
Oznaczenie: | x] — cze$¢ catkowita liczby rzeczywistej (podtoga) x, czyli najwieksza liczba catkowita
mniejsza badZ rowna x.
Rozwigzanie:

Ze wzoru dwumianowego Newtona mamy:

2024k
v2ut

(\/§+1

)2024 B 2024 (9024
k

k=0

2024 2024 (9024 -
(\/5_1) 4: Z ( )\/52024 k(—]_)k,

k=0 k

Dodajac stronami, dostajemy:

1012
(\/§+ 1)2024+ (\/5_ 1)2024 _ Z (2(;34)\/52024—21 _9A
=0

dla pewnego A € Z. Poniewaz V2-1€(0,1), wiec (V2-1)2024 ¢ (0,1). Stad
2A-1<(V2+1)%% <24

Zatem

(V24?2 =24-1,
co nalezato pokazac.

2. Na tréjkacie rownobocznym A ABC o boku dtugosci 1 opisano okrag. Niech M bedzie dowolnym
punktem tego okregu. Pokazac, ze

IMAJ]> + |MBJ? + |MC|? = 2.

Rozwiqgzanie:
Pokazemy rozwiagzanie korzystajace z wektoréow. Jesli M € {A, B, C}, to teza jest oczywista. Niech
zatem M ¢ {A, B, C}. Oznaczmy przez O Srodek okregu. Mamy teraz:
MA=MO+0A
MB = MO+ OB
MC=MO+0C
Ponadto |MO| = [0A] = |0B| = |0C| = %2 oraz OA + OB+ OC = 0 . Wtedy

IMAP? + |MBP? +|MCJ> = MAo MA+ MBoMB+ MCoMC =
= (MO + OA) o (MO+ OA) + (MO + OB) o (MO + OB) + (MO + OC) o (MO + OC) =
=3|MOP +|0A]2 +|0OB2 +|OC2 + 2MOo (OA+ OB + OC) =

=3—1 + +|— + ? +0=2.

3 3 3




