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LXV MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
Czas zawodo6w: 180 minut. Nie wolno korzystaé z urzadzen elektronicznych.
I. TEST

W kazdym zadaniu testowym podano zatozenia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sie) warianty
tezy. Nalezy rozstrzygna¢ prawdziwos¢ kazdego z wariantéw, wpisujac stowo TAK lub NIE w miejscu
zaznaczonym kropkami.

Punktacja:
jeden punkt za kazdg poprawng odpowiedz, zero punktéw za brak odpowiedzi, minus jeden punkt za
odpowiedZ niepoprawng i jeden punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi w jednym zadaniu.

Oznaczenia:

(1) N— zbiér liczb naturalnych; zaktadamy, ze 0 nie jest liczbg naturalna, czyliN = {1,2,3,...}
(2) |a| — podlogaliczby a, tzn. najwiekszaliczba catkowita mniejsza, badz réwna 4, przykladowo: |3 | =1
(3) {a} — czes¢ utamkowa liczby a, tzn. {a} = a— | a|, przyktadowo: {%} = %

n| n! bol N
4) B —m—sym ol Newtona.

1. Prawda jest, ze:
(@) ...N... istnieje potega liczby 3 o wykladniku naturalnym, ktéra w systemie dziesigtnym jest
zakonczona sekwencjg 012;

(b) ...T... istnieje potega liczby 3 o wyktadniku naturalnym, ktéra w systemie dziesietnym jest
zakonczona sekwencja 561;

(c) ...N... istnieje potega liczby 5 o wyktadniku naturalnym, ktéra w systemie dziesietnym jest
zakonczona sekwencja 825.

2. Zachodza nieré6wnosci:

&) 1.2 s 3232;

(b) ...T... 185 > 6310;

(©) ...T...3100 2150 5350 4 575
X+x+2
VaZ+x+1

(a) ...N...jestrosnaca;

3. Funkcja f(x) =

(b) ...T... osiaga warto$ci nie mniejsze od 2;
(c¢) ...T... mawykres posiadajacy o$ symetrii.
4. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = x> — (2m+6)x+9— m?, majaca dwa rézne miejsca zerowe x;,
X2. Wéwczas
(@) ...N... x1, x2 >0 dla doktadnie czterech wartosci catkowitych m;
b) ...T... (m—3)(x?+ x5+ x1x2) > 0 dla m > 3;

(©) ...N... x? + x2 osiaga najmniejsza warto§¢ dla m = —2.
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5. Dlaliczby naturalnej n przez o (n) oznaczmy sume dzielnikéw naturalnych liczby n. Dla przyktadu

10.

c(10)=1+2+5+10=18.

(@) ...N...Liczba 0(1024) jest parzysta.

(b) ...N...Istnieje liczba naturalna n, ktéra ma doktadnie cztery dzielniki naturalne oraz o (n) jest
liczba pierwsza.

0(2025)

() ...N... Suma odwrotno$ci dzielnikow naturalnych liczby 2025 jest mniejsza od 2025

. Rozwazmy 2025 parami r6znych punktéw na plaszczyznie, z ktérych doktadnie 1025 lezy na jednej

prostej i nie istnieje inna prosta, na ktérej lezatyby 3 z tych punktéw. Jezeli teraz poprowadzimy
przez kazde dwa punkty prosta, to dostaniemy k r6znych prostych, gdzie k wynosi:

@ . [20%5).
a) ...N... 5 |

(2025) (1025)
() ...T... - +1;
2 2

1000)
(© T || +10°-1025+1.

Liczbe naturalng n nazywamy doskonata, gdy suma jej dzielnikéw naturalnych wynosi 2 - n. Przy-
ktadowo 6 jest liczbg doskonatg, bo1+2+3+6=2-6.
(@) ...N... Liczba 30 jest doskonata.
(b) ...T... Istnieje dokladnie jedna liczba doskonata postaci p - g dla r6znych liczb pierwszych.
(c) ...N... Istnieja przynajmniej 3 liczby doskonate postaci 3" - p dla liczby naturalnej n i liczby
pierwszej p. .
Rownanie:
(@) ...T... x* — y?> = 20 ma w liczbach naturalnych doktadnie jedno rozwiazanie (tzn. istnieje do-
ktadnie jedna para liczb naturalnych (x, y), ktéra spetnia to réwnanie);
() ...N...3x2+1=5 y2 ma w liczbach naturalnych doktadnie jedno rozwigzanie;

() ...T...2x*+5xy—12y? = 28 ma w liczbach naturalnych doktadnie jedno rozwiazanie.

. Dany jest tréjkat ostrokatny AABC. Niech A’ € BC, B’ € AC, C' € AB beda spodkami wysokoSci.

Wynika z tego, ze:

(@) ...T... czworokat BCB'C’ mozna wpisa¢ w okrag;
(b) ...N... trojkat AA'B'C’ jest podobny do tréjkata A ABC;
() ..T..<B'C’'C=<AC'C.

Niech f(n, k) = nk,g(n, k)=1%k+2%+ . +nk, gdzie n, k € N. Wowczas:

@ ...T.. f(g©9,1),2) =2025;
(b) ..N...g(f(3,2),g(2,1)) = 2024;
() ..T..dlan>2025mamy gn+1,1)-2-g(n,1) = f(n+1,2).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Z wierzchotkoéw tréjkata AABC, gdzie |BC| = a,|CA| = b,|AB| = ¢, narysowano okregi o promie-
niach odpowiednio r 4, rg, r¢c w taki sposob, Ze okregi te sg parami styczne, niech D oznacza punkt
stycznosci okregéw o promieniach rp i r¢, E — punkt styczno$ci okregéw o promieniach r¢ i ra,
za$ F — punkt stycznoSci okregéw o promieniach r4 i rg. Wynika z tego, Ze:

(b) ...T... odcinki AD, BE, CF przecinaja sie w jednym punkcie;
(c) ...N...<DFE = <ACB.

Funkgcje fi(x), fo(x), f3(x), ... spelniajg nastepujace warunki:

Hx) =x, frs1(x) = n=1,23,..

1- fn (X) '
Wobwczas:

(@) ...N... f2025(2025) = 2025;
(b) ...N...istnieje taki x € R, ze ciag fi(x), f>(x), ... jest staty;
© .No. AV2): o(V2)- ... faoa5(V2) = 1.

Prawda jest, ze to

(@ ...N...log,2025 < 10;
(b) ...T... 108094 2025 + 108,05 2024 > 2;

1
c) ...N...1log,2025-10g,2024 < ——.
() 82 82 2024

Dany jest rownolegtobok ABCD o polu 24. Punkt M jest srodkiem boku AD. Odcinki AC i BM
przecinaja sie¢ w punkcie S. Wéwczas

(@ ...T.. PAAMB = 6;
AS| 1
(b) ...T... u =—;
ICS] 2
(©) ..N... Pacps = (Paams).
Rzucamy dwoma szeSciennymi kostkami do gry. Wtedy prawdopodobienistwo tego, ze suma oczek
na obu kostkach jest

1
(@) ...T... parzysta, wynosi 5;
1
(b) ...N...wigksza od 7, wynosi X
1

(c¢) ...T... parzystaiwieksza od 7, wynosi 1
Kazdy punkt na prostej zostal pomalowany na czerwono lub niebiesko w taki sposéb, ze kazdy
odcinek o dtugosci 2 z tej prostej ma korice o réznych kolorach. Istnieje woéwczas na tej prostej
odcinek o koncach ré6znych koloréw o dtugosci

(@ ...N...4;

(b) ..T...5;

(c) ..T...6.
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17. Dany jest trapez ABCD, w ktérym odcinek AD jest réwnolegly do odcinka BC oraz |AB| = |BC].
Punkty Ei F s3 Srodkami odpowiednio odcinkéw BCi AD. Przypu$émy, ze dwusieczna kata <ABC
zawiera punkt F. Wéwczas

(@) ...T... czworokat AFCB jest rombem;
(b) ...T...jesli G to punkt przecigcia prostych zawierajacych boki AB i CD to tréjkat AGAD jest

réwnoramienny;
|BD]|
© ..T..—=2.
|EF|

18. Niech x bedzie liczba rzeczywista spetniajaca warunek {x2} = {x}°, gdzie {x} oznacza cze$¢ utam-
kowg liczby x. Wéwczas
(@) ...T...liczba x spelnia zawsze warunek {x*} = {2|x|{x} + {x*}};
(b) ...N...liczba | x|{x} moze by¢ dowolng liczba wymierna;
(c) ...N...jedyne liczby spelniajace to réwnanie naleza do przedziatu [0, 1] lub sg liczbami catko-
witymi.

19. Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego tréjkata. Wtedy

111
(@) ...N...liczby P sg dlugosciami pewnego tréjkata,
(b) ...T...liczby a+ b, b+ c, ¢+ a sg dlugoSciami pewnego trojkata,

1

.. T...liczb , ,
(c) 1z ya+b b+c c+a

sq dlugosciami pewnego tréjkata.
20. Dany jest czworo$cian ABCD, w ktérym wszystkie katy przy wierzchotku A sg proste. Wéwczas:

(@) ...N...tréjkat ABCD moze by¢ prostokatny;

(b) ...T...rzut prostokatny punktu A na plaszczyzn¢ BCD jest punktem przeciecia wysokoSci (or-
tocentrum) trojkata ABCD;

(c) ...N...8rodek sfery opisanej na ABCD lezy na plaszczyznie BCD.
I1. ZADANIA TEKSTOWE

Rozwigzania zadan tekstowych nalezy zapisa¢ na osobnych kartkach. Za kazde zadanie tekstowe
mozna zdoby¢ punkty z przedziatu [0; 10] (ocenia si¢ poprawnos$¢ rozwigzania, ale rowniez prawidto-
woS¢ prezentacji).

1. Niech a bedzie liczbg naturalng wzglednie pierwszg z liczbg 10. Udowodnij, Ze istnieje nieskon-
czenie wiele poteg liczby a o wykladniku naturalnym, ktére w systemie dziesietnym koriczg sie
sekwencjg 00...01 (2024 zera i jedna jedynka).

——
2025 cyfr

2. Wewnatrz tréjkata A ABC lezy taki punkt P, ze
<{PAB=<PBC=<PCA=¢.

Dowies$c¢, ze
1 1 1 1
. = + — + — ’
sin? ) sinfa  sin? B sin? Y

gdzie a = <CAB, f = <ABC,y = <BCA.
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Rozwiazanie zadania 1

Odnotujmy, ze potega a® koniczy sie sekwencja 00...01 wtedy i tylko wtedy, gdy 10292°|g¥ — 1. Rozwazmy
2025 cyfr

reszty z dzielenia liczb a* przez 102°2°, Poniewaz reszt jest skoficzenie wiele, a poteg nieskoniczenie wie-

le, wiec istnieje nieskoriczenie wiele poteg liczby a, ktére maja te sama reszte z dzielenia przez 102925,

Niech k bedzie najmniejsza taka potega, a n dowolng inna. Wtedy n > k i mamy 102°2°|a” — g¥. Stad

102925 gk (qa"~k — 1). Poniewaz NW D(a, 10) = 1, to 102%°|q"~* — 1. Zatem a"~* jest potega spelniajaca

warunki zadania.

Rozwiazanie zadania 2
Zadany zwiazek wysnujemy z rownosci
Ppapc =Pnaprp+Pappc+Pacra (1)

wyrazajac pola trojkatow w zalezno$ci od katéw wewnetrznych a, B, y tréjkata AABC, kata ¢ i od pro-
mienia R okregu opisanego na AABC.

1. Wiadomo, ze
Paagc = 2R*sinasin Bsiny 2)

2. Zauwazmy, ze
<JAPB=180°-f, <BPC=180° -7y, <CPA=180°—a.

Przyktadowo
<CAPB=180°—¢@—<<PBA=180°—¢— (f—¢) =180°— f.

Oznaczmy |AP| = g1, |IBP| = g2, |CP| = p3. Odcinki te mozemy obliczy¢ stosujac do tréjkatow
AAPC, AAPB, ABPC twierdzenie sinus6w. Otrzymujemy

= sing = 2Rsinp sin
01 = sin(180° — a) $= sina ¢
i podobnie
2Rsiny sin 2Rsina sin
= , = i
02 sin B ¢, 03 ¢

Wobec tego
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p -1 c-sing = L 2Rsinp sing-2Rsinysin
AAPB—291 (P—z Sina @ ysme,
skad
Ppapp =2R® —Sm'.BsmY sin’ . 3)
sina
Analogicznie
sinasiny . ,
P =2R>—" T sin , 4
ABPC sin B @ (4)
sina sin
PACPA =2 z—ﬁsinz(p. (5)

siny
Podstawiajac do (1) wyrazenia (2), (3), (4), (5) otrzymujemy

,sinfsiny ,sinasiny ,sinasinff | ,

sin® @p+2R sin? @+2R sin“ @

2R*sinasin Bsiny = 2R - - -
sina sin 8 siny

i dzielac obie strony réwnosci przez 2R? sin a sin Ssiny sin? ¢, otrzymujemy ostatecznie

1 1 1 1

= + + ,
sin?¢p sin?a sin’f  sin’y

co byto do udowodnienia.



