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Miedzyszkolne Zawody Matematyczne trwajq 180 minut. W czasie ich trwania zawodnicy nie mogg
korzystac z urzadzen elektronicznych. Zawody sktadajg sig¢ z testu oraz zadan otwartych.

I. TEST

W kazdym zadaniu testowym podano zatozenia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace si¢) warianty
tezy. Nalezy rozstrzygna¢ prawdziwos¢ kazdego z wariantéw, wpisujac stowo TAK lub NIE w miejscu
zaznaczonym kropkami.

Punktacja:
jeden punkt za kazdg poprawna odpowiedz, zero punktéw za brak odpowiedzi, minus jeden punkt za
odpowiedz niepoprawng i jeden punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi w jednym zadaniu.

Oznaczenia:

(1) N— zbiér liczb naturalnych; zaktadamy, ze 0 nie jest liczbg naturalna, czyliN = {1,2,3,...}
(2) Z — zbior liczb catkowitych
(3) n! — nsilnia, tzn. n!'=1-2-...-ndlan >1o0raz0'=1

1. Naulicy Matematycznej znajdujg si¢ cztery domy ponumerowane od lewej do prawej liczbami od
1 do 4. W domach tych mieszkajg osoby </, %8, ¢ i 2. Kazda z nich ma inne zwierze sposréd «a, S,
Y i6. Wiadomo, ze

(i) a mieszka w pierwszym domu;
(ii) zwierze Biosoba </ mieszkajag w dwo6ch sasiednich domach;
(iii) zwierze y mieszka w ktéryms$ z doméw po lewej stronie od domu osoby Z3;

(iv) € mieszka w czwartym domu.

Wowczas:
(a) ...TAK... y nie mieszka w dwdch ostatnich domach;
(b) ...TAK... B jest zwierzeciem %;
(c) .. TAK... 2 i 6 mieszkajg w dwoch skrajnych domach.
Wyjasnienie:
...TAK... y nie mieszka w dwoch ostatnich domach;

Istotnie z (i) i (iv) mamy, ze
dom I\II|III|1V
osoba €

zwierze | «




Z (iii) wynika, Ze jedyng mozliwo$cig dla iy, to

dom I|I1I|III|IV
osoba B | € ,
zwierze | a | y

co pokazuje prawdziwosc (a).
...TAK... f jest zwierzeciem 8
Kontynuujemy rozumowanie z poprzedniej czesci. Z (ii) wynika, ze jedyna mozliwoscig dla § i o/
jest
dom I | IT|\I1ITI|1V

osoba | B | € ,
zwierze | a | v | B

co pokazuje prawdziwos¢ (b).
...TAK... 2 i 6 mieszkaja w dwoch skrajnych domach.
Istotnie z poprzedniej czeSci mozemy uzupelnic tabelke tylko na jeden sposéb
dom I\ I1|III|1IV
osoba (9 || B | € ,
zwierze ([a |y | B | O

co pokazuje prawdziwosc¢ (c).

. Funkcja g : R — R dana jest wzorem g(x) = min {|x — 2026/, |x + 2026|}. Wowczas:
(@) ...TAK... istnieja doktadnie dwie wartosci x, dla ktérych g(x) =0,
(b) ...TAK... funkcja g jest funkcja parzysta,

) . X . . .
(c) ...NIE... réwnanie g(x) = > ma dokladnie trzy rozwigzania.

Wyjasnienie:
...TAK... istniejg doktadnie dwie warto$ci x, dla ktérych g(x) =0,

g(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |x —2026| = 0 lub |x + 2026| = 0, poniewaz minimum dwoéch liczb
nieujemnych jest zerem tylko wtedy, gdy jedna z nich jest zerem. Stad x = 2026 lub x = —2026.
Zadne inne x nie spelniaja tego warunku. Zatem istnieja doktadnie dwa takie x.

...TAK... funkcja g jest funkcjg parzysta,

Sprawdzamy warunek parzystosci:

g(=x) =min{| — x —2026|,| — x + 2026]} = min{| — (x + 2026)|,| — (x — 2026)|}
= min{|x + 2026/, |x — 2026[} = g(x).

Zatem g jest parzysta.

X

«.NIE... rownanie g(x) = 5

ma dokfadnie trzy rozwigzania.
Dla x < 0 mamy 3 < 0, podczas gdy g(x) = 0, wigc réwnanie nie moze by¢ spetnione.
Dla x = 0 mamy g(x) = |x —2026|. Rozwigzujemy:
* Dla0 < x < 2026: |x—2026| = 2026 — x, stad 2026 — x = ¥ daje 2026 = 3 x, czyli x = 492 = 1350%
— mies$ci sie w przedziale.



* Dla x = 2026: |x —2026| = x — 2026, stad x — 2026 = 5 daje 5 = 2026, czyli x = 4052 — réwniez
spelnia.

Otrzymujemy dwa rozwigzania, a nie trzy.

3. Oliczbach dodatnich x, y,z wiadomo, ze x(y — z) =11i2x = y + z. Wynika stad, ze
(a) ..TAK... y > z;
(b) ..TAK... x> z;
(c) ..TAK... y > x.
Wyjasnienie:
TJAK. Yy > z;

Z pierwszego rownania, poniewaz x > 0, mamy y — z = % > 0, zatem y > z. Stad stwierdzenie (a)
jest prawdziwe.

...TAK... x > z;
. JAK... y > x.

Z uktadu réwnan:

Dodajac i odejmujac otrzymujemy:

Z powyzszych wzoréw:

1 1
xX>x——=2, bo—>0,
2x 2x

1 1
y=x+—>x, bo—>0.
2x 2x
Zatem stwierdzenia (b) i (c) r6wniez sg prawdziwe.

4. Niech a = 18°. Wtedy:
(@) .. TAK...sin(2a) = 2sin(a) - cos(a);
(b) ...NIE...sin(3a) = cos(3a);
(0 ..TAK...sin(4a) = cos(a).
Wyjasnienie:
...TAK... sin(2a) = 2sin(a) - cos(a);
Jest to powszechnie znany wzor.
...NIE... sin(3a) = cos(3a);
Powyzsza rowno$c¢ zachodzi tylko dla 3a = 45° + k- 360°.
..TAK... sin(4a) = cos(a).

Na mocy wzoru redukcyjnego sin(4a) = sin(90° — a) = cos(a).

5. Dane sg dodatnie liczby catkowite a i b. Jesli utamek g jest nieskracalny, to:



a+5b . .
(a) ...NIE... utamek tez jest nieskracalny,
a+7b

3a+4b
(b) ..TAK... utamek a tez jest nieskracalny,
2a+3b

a+b . )
(c) .. TAK... utamek tez jest nieskracalny.
a+2b

Wyjasnienie:

...NIE... ulamek 43 te7 jest nieskracalny,

Aby znalez¢é kontrprzyktad, wezmy a = 3,b = 1. Wéwczas NWD(3,1) = 1 i utamek 2 T jest nieskra-

calny, ale g:? 180 nie jest nieskracalny. Zatem stwierdzenie jest fatszywe.

...TAK... utamek 5 3‘”“’ ; tez jest nieskracalny,

Niech d = NWD(3a+4b,2a+3b). Wtedy d dzieli kombinacje (3a+4b) — (2a+3b) =a+b, czylid |
a+b.Ponadtod |2a+3b,wiecd | 2a+3b—2(a+b)) =2a+3b-2a-2b=>b.Zd | bid| a+bwynika
dla.Zatemd|aid | b, wigc d = 1, poniewaz NW D(a, b) = 1. Ulamek jest zatem nieskracalny.

...TAK... utamek -“£% 2b tez jest nieskracalny.

Niech d = NWD(a + b,a+ 2b). Wtedy d dzieli r6znice (a +2b) — (a+ b) = b, wiec d | b. Ponad-
to d dzieli (a+b)-b=a,zatemd |aid]|b, czylid| NWD(a,b) = 1. Stad d = 1. Ulamek jest
nieskracalny.

6. Dany jest AABC. Wowczas:

(@) ..TAK... AB+BC+CA=0;

(b) ...NIE... jesli AD, BE,CF s3 wysokoSciami, to Zﬁ + ﬁ:" + 65 = 6;

(c) ...TAK...jesli AS,BT,CU sg Srodkowymi, to R + ﬁ" + HJ =
Wyjasnienie:
..TAK.. AB+BC+CA=0;
Wprost z definicji dodawania wektoréw wynika, ze AB+BC = AC = -CA.
...NIE... jesli AD, BE, CF sa wysoko$ciami, to fTﬁ + ﬁ + (75 = 6;
Wystarczy rozwazy¢ np. dowolny tréjkat prostokatny.
...TAK... jesli AS, BT, CU sa Srodkowymi, to IS + ﬁ“ + H] -0.

Niech X oznacza przesuniecie punktu S o wektor BT. Wéwczas trojkat ASCX jest przystajacy
do tréjkata ABST (cecha BKB). Wobec tego czworokat TSCX jest r6wnolegtobokiem, bo odcinki
ST i CX sg réwnolegte i rownych dtugosci. Ale ST jest rowniez réwnolegly i réwnej dtugosci z
odcinkiem UA. W takim razie czworokat AUCX jest rownolegltobokiem i XA=CU. Mamy zatem

—_  — —— — @ — —

AS+BT+CU=AS+SX+XA= 0
co nalezato wykazac.

7. Niech x, y, z bedg dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Wtedy:

1 1 1
(@ ..NIE...jeSlix+y+z>3,t0o —+—+—-<3;
X y z

1 1 1
(b) ..TAK...jeSlix+y+z<3,to—+—+—2=3;
X y z

(¢) ..NIE...jesli [x—y|+|y—z|+|z—x| >3, tox+y+z > 3.
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Wyjasnienie:
. 1 1 1
..NIE...jeSlix+y+z>3,to —+ —+—-<3;
X y z
Wystarczy podstawié np. x =y =2, z=0,01.

1 1 1
.TAK...jeSlix+y+z<3,to —+—+—-2>3;
X y z
Wykorzystamy nieréwno$¢ pomiedzy Srednig arytmetyczna, a Srednig harmoniczna:

+vy+
x;/z>3

+2+

N =

1,1
x oy

Po przeksztalceniu:
1 1 1
—+—+-=
X y z
Teraz wystarczy skorzystac z zatozenia x + y + z < 3 do oszacowania prawej strony powyzszej nie-
rOwnosci.

9
X+y+z

..NIE...jesli [x—y|+|y—zl+|z—x| =3, tox+y+z > 3.
Wystarczy podstawi¢ np. x = 1,501, y = 0,751, 2 =0,001.
. Oznaczmy przez f,,(x) rodzine funkcji kwadratowych postaci
fm(x) = mx’—3m+4)x+m-5 dla m#0.
Wtedy:
@ ..TAK... f,n(1) > fins1(0) dla m < —g;

JaxX) = fm@)
4

(b) ...NIE... wyrazenie jest catkowite dla kazdego catkowitego x i parzystego m;

(c) ..NIE... f;;(x) ma dwa pierwiastki catkowite wtedy i tylko wtedy, gdy m = 1.
Wyjasnienie:
5
«TAK... fi,(1) > f1+1(0) dlam < —5;
Poniewaz
fm)=m-3Bm+4)+m-5=-m-9 oraz f1(0)=m+1-5=m-4.
Wtedy nier6wnosc f,;,(1) > f;,+1(0) mozemy zapisa¢ w postaci
-m-9>m-4
5
-2m>5m-< —,

2

co pokazuje prawdziwos$¢ pierwszej tezy.

J1(x) = fm(4)

...NIE... wyrazenie — jest catkowite dla kazdego catkowitego x i parzystego mi;

X)— fm4
Wyznaczmy postac wyrazenia M. Istotnie,
fal0) - fn@)  4x*—16x—-1-(16m—12m—16+m-5)
4 - 4
_4x*-16x—1-(5m-21) 4x*—16x+20-5m
- 4 - 4
9 m
=X —4x+5—5~z.




10.

Poniewaz wyrazenie x> —4x + 5 jest catkowite dla catkowitych x, to caloé¢ bedzie calkowita, gdy
% bedzie liczbg catkowita. Tak bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy m bedzie podzielne przez 4, co
pokazuje ze teza druga jest falszywa.

...NIE... f;;(x) ma dwa pierwiastki catkowite wtedy i tylko wtedy, gdy m =1

Do oceniania prawdziwoS$ci tezy wystarczy sprawdzic, ze fi(x) nie ma pierwiastkéw catkowitych.

. Dany jest czworokat ABCD. Oznaczmy przez E, F, G, H odpowiednio $rodki odcinkéw AB, BC,

CD, DA. Wtedy:
(@) ...NIE... jesli czworokat EFGH jest kwadratem, to ABCD jest kwadratem;
(b) ...NIE... jesli czworokat EFGH jest prostokatem, to ABCD jest rombem;
(c) ...NIE... jesli czworokat EFGH jest rownolegltobokiem, to ABCD jest czworokatem wypu-
ktym.
Wyjasnienie:
...NIE... jesli czworokat EFGH jest kwadratem, to ABCD jest kwadratem;
Za ABCD wystarczy wzia¢ deltoid o rownych przekatnych, ktéry nie jest kwadratem.
...NIE... jesli czworokat EFGH jest prostokatem, to ABCD jest rombem;
Podobnie jak wyzej, wystarczy rozwazy¢ deltoid.
...NIE... jesli czworokat EFGH jest réwnoleglobokiem, to ABCD jest czworokatem wypuktym.
Czworokat EFGH jest rownolegtobokiem dla dowolnego czworokata ABCD (niekoniecznie wy-
puktego). Jest to tzw. Twierdzenie Varignona.
Graniastostup prawidlowy czworokatny (prostopadtoscian o podstawie kwadratowej) rozcigto plasz-
czyzna na dwa wielo$ciany, uzyskujac w przekroju czworokat. Wynika z tego, ze:
(@) ...NIE... kazdy z otrzymanych wieloScianéw ma co najmniej jedng Sciane kwadratowa;

(b) ..TAK... kazda Sciana kazdego z otrzymanych wielo§cian6w jest tréjkatem, czworokagtem lub
pieciokatem;

(c¢) ...NIE... w kazdym wierzchotku kazdego z otrzymanych wielo§cian6w schodzg sie doktadnie
trzy krawedzie.

Wyjasnienie:
...NIE... kazdy z otrzymanych wielo§cian6w ma co najmniej jedng Sciane kwadratowa;

W graniastostowie jedynymi §cianami, ktére na pewno sg kwadratami, sg podstawy (Sciany boczne
sg prostokatami, ktére tylko w szczeg6lnym przypadku, gdy wysoko$¢ réwna sie krawedzi podsta-
wy, staja sie kwadratami). Aby oba wieloSciany miaty $§ciane kwadratowa, kazdy z nich musiatby
zawieraé calg jedna podstawe. Istniejg jednak ciecia, ktére przecinajg obie podstawy. Na przyktad
plaszczyzna pionowa (prostopadia do podstaw) przecinajaca graniastostup wzdtuz linii réwnole-
glej do krawedzi bocznych — wtedy w przekroju otrzymujemy czworokat, a obie podstawy zostajg
podzielone. W powstatych wielo$cianach zadna ze Scian nie jest kwadratem (fragmenty podstaw
sq wielokatami, a §ciany boczne — prostokatami lub ich czg$ciami). Zatem stwierdzenie (a) nie jest
prawdziwe w og6lnoSci.

...TAK... kazda $ciana kazdego z otrzymanych wielo§cian6éw jest tr6jkatem, czworokatem lub pie-
ciokatem;

Wszystkie Sciany powstatych wieloScianéw pochodzg albo z pierwotnych $cian graniastostupa
(podstaw i §cian bocznych), albo z ptaszczyzny przekroju.
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11.

« Sciana bedaca przekrojem jest z zalozenia czworokatem.

» Kazda pierwotna Sciana (prostokat) moze by¢ przecieta ptaszczyzng wzdtuz jednego odcinka
faczacego dwa punkty na jej brzegu. W zalezno$ci od polozenia tych punktow otrzymujemy:
— jesli punkty leza na przeciwleglych krawedziach — dwa czworokaty,
- jesli na sasiednich krawedziach — tréjkat i pieciokat,
- jesli jeden z punktow jest wierzchotkiem — réwniez tréjkat i czworokat (lub tréjkat i pie-
ciokat).
W zadnym przypadku nie powstaje wielokat o wiecej niz pigciu bokach, poniewaz pojedyn-
cze ciecie prostokata daje co najwyzej pieciokat.

« Sciany nieprzeciete pozostaja czworokgtami.

Zatem kazda Sciana ma 3, 4 lub 5 bokéw. Stwierdzenie (b) jest prawdziwe.

«..NIE... w kazdym wierzchotku kazdego z otrzymanych wieloScianoéw schodzg si¢ dokladnie trzy
krawedzie.

Aby wykazaé, ze nie musi tak by¢, podajemy przyktad ciecia, w ktérym powstaje wierzchotek o
wiegkszej liczbie krawedzi. Wybierzmy graniastostup o podstawie kwadratowej ABCD (dolna) i
gornej A'B'C'D’. Niech ptaszczyzna przechodzi przez wierzcholek A oraz przez punkty P na kra-
wedzi BB, Qna CC'i Rna DD’ tak dobrane, ze wszystkie cztery punkty leza w jednej ptaszczyznie
(jest to mozliwe przy odpowiednim doborze wysokosci tych punktéw). Odcinki AP, PQ, QRi RA
leza odpowiednio na $cianach bocznych ABB'A', BCC'B’, CDD'C’' i ADD'A’, tworzac czworo-
katny przekrdj. W powstatych wielo$cianach wierzchotek A jest punktem, w ktérym zbiegajg sie:
trzy pierwotne krawedzie AB, AD, AA’ oraz dwie nowe krawedzie przekroju AP i AR - lacznie
pie¢ krawedzi. Wowczas w wierzchotku A wielo§cianu ABCDPQR schodzg si¢ cztery krawedzie
AB, AD, AP, AR. Zatem nie w kazdym wierzchotku sg doktadnie trzy krawedzie. Stad stwierdzenie
(c) jest falszywe.

Cyfry x i y sq cyframi liczby M = 512xy34 zapisanej w systemie dziesigtnym. Wéwczas:
(a) ...NIE... istnieje doktadnie 10 par (x, y) takich cyfr, dla ktérych 9 dzieli liczbe M,
(b) ...TAK... istniejg takie cyfry x i y, dla ktérych 99 dzieli liczbe M,

(c) ...NIE... istnieja co najmniej dwie pary cyfr (x, y), dla ktérych 77 dzieli liczbe M.

Wyjasnienie:
...NIE... istnieje doktadnie 10 par (x, y) takich cyfr, dla ktérych 9 dzieli liczbe M,

Liczbajest podzielna przez 9, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9. Suma cyfr: 5+1+2+x+y+3+
4 =15+x+y. Warunek: 15+x+y =0 (mod 9), czyli x+y =3 (mod 9). Poniewaz x, y € {0,1,...,9}, to
x+y moze przyjaé wartosci 3 lub 12 (gdyz 21 > 18). Dla x+ y = 3 mamy pary: (0, 3), (1,2), (2,1),(3,0)
—4 pary. Dla x+ y = 12 mamy pary: (3,9), (4,8),(5,7),(6,6),(7,5),(8,4),(9,3) - 7 par. Razem 4 +7 =11
par. Zatem nie jest to 8 par.

...TAK... istniejq takie cyfry x i y, dla ktérych 99 dzieli liczbe M,

99 =9-11, a9i 11 sa wzglednie pierwsze. Musimy wiec zapewni¢ podzielno$¢ przez 9 i przez 11.
Warunek na podzielno$¢ przez 9: x+ y =3 (mod 9), czyli x + y = 3 lub 12. Liczba jest podzielna
przez 11, gdy r6znica miedzy suma jej cyfr na miejscach parzystych, a suma cyfr na miejscach nie-
parzystych (liczac od prawej lub lewej strony) wynosi 0 lub jest liczba podzielng przez 11. Warunek
na podzielno$c przez 11: dla liczby o cyfrach (od prawej) 4,3, y, x,2,1,5 mamy sume na miejscach
nieparzystych: 4+y+2+5 = 11+y, na parzystych: 3+ x+1 =4+x. Réznica: (11+y)—(4+x) =7+y—x
musi by¢ podzielna przez 11, czyli 7+ y —x =0 (mod 11), co daje y—x =4 (mod 11). Poniewaz
y—x€[-9,9], mozliwesa y—x=4lub y—x=-7.
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12.

Rozpatrujemy przypadki:
e y—x=4:wtedy x+y =2x+4.Dla x+y =3 otrzymujemy 2x +4 = 3 = x = —0,5 (odrzucamy).
Dla x+ y=12mamy2x+4 =12 = x =4, y = 8. Para (4, 8) spelnia warunki.
e y—x=-7:wtedy x+ y=2x—-7.Dlax+y=3 mamy2x—-7=3= x =5, y=-2 (odrzucamy).
Dlax+y=12mamy2x—-7=12= x=9,5 (odrzucamy).
Zatem istnieje doktadnie jedna para (4,8) spelniajaca oba warunki, wiec M jest podzielne przez
99.
...NIE... istniejg co najmniej dwie pary cyfr (x, y), dla ktérych 77 dzieli liczbe M.
77 = 7-11. Podzielno$¢ przez 11 daje te same warunki co poprzednio: y—x =4 lub y—x = -7.
Wypiszmy wszystkie pary (x, y) spelniajace te warunki:
e y=x+4:x=0,...,5—(0,4),(1,5),(2,6),(3,7),(4,8),(5,9) — 6 par.
s y=x-7:x=7,8,9— (7,0),(8,1),(9,2) - 3 pary. Razem 9 par.

Sprawdzamy teraz podzielno$¢ przez 7. Obliczmy M mod 7. Korzystajac z 10X mod 7: 10° = 1,
10! =3,102=2,10=6,10"=4,10°=5,10° = 1. Mamy: 5-10=5-1=5,1-10°=1-5 = 5,
2-10*=2-4=8=1,3-10=3-3=9=2, 4 =4, razem stala cze§¢: 5+5+1+2+4=17=3 (mod 7).
Dodajemy x-10%=6xi y-10% =2y, wiec M =3 +6x+2y (mod 7). Warunek podzielnosci przez 7:
3+6x+2y=0 (mod 7),czyli6x+2y=4 (mod 7) (bo -3 =4).

Sprawdzamy kazda pare:

* (0,4:6-0+2-4=8=1

* (1,5):6+10=16=2

°* (2,6):124+12=24=3

* (3,7):18+14 =32 =4 — spelnia
* (4,8):244+16=40=5

* (5,9:30+18=48=6

e (7,0):424+0=42=0

* (8,1):484+2=50=1

* (9,2):544+4=58=2

Tylko jedna para (3,7) spelnia warunek. Zatem istnieje doktadnie jedna para, a nie co najmniej
dwie.

Na ptaszczyZnie danych jest 2026 prostych, sposrod ktérych k jest rownoleglych do osi OX, a po-
zostale sg rownolegle do osi OY. Oznaczmy przez S(k) liczbe obszaréw, na ktére te proste dzielg
plaszczyzne. Wowczas:

(a) ...TAK... S(10) = S(2016),

(b) ..NIE... S(k) = k- (2026 — k) dla kazdego k=1,2,...,2025,

(¢) ...TAK... suma S(0) + S(1) +...+ S(2026) daje reszte 2 z dzielenia przez 4.
Wyjasnienie:
...TAK... §(10) = §(2016),



Mamy 2026 prostych: k z nich jest rownoleglych do osi OX, a pozostate 2026 — k sg rownolegte do
osi OY. Liczba obszaréw, na ktore te proste dzielg ptaszczyzne, wynosi:

S(k) = (k+1)(2027 - k),

gdyz najpierw k prostych poziomych dzieli ptaszczyzne na k+1 paséw, a kazda z 2026 — k prostych
pionowych przecina wszystkie poziome, zwigekszajac liczbe obszaréw o k + 1 za kazdym razem.
Stad S(10) = (10+1)(2027 —10) = 11-2017 = 22187, S(2016) = (2016 + 1)(2027 —2016) =2017-11 =
22187. Zatem S(10) = S(2016).

«..NIE... S(k) = k(2026 — k) dla kazdego k=1,2,...,2025,
S(k) = (k+1)(2027 — k) = —k? + 2026k + 2027, natomiast k(2026 — k) = 2026k — k?. R6znica: S(k) —
k(2026 — k) = 2027 # 0 dla kazdego k. Zatem stwierdzenie jest falszywe.

...TAK... suma S(0) + S(1) + - - - + S(2026) daje reszte 2 z dzielenia przez 4.

2026 2026
Obliczamy sume T = ¥ S(k) = ¥ (—k*+2026k + 2027). Rozpatrzmy reszty z dzielenia przez 4
k=0 k=0
poszczegb6lnych sktadnikow tej sumy:

&b 2026-2027

Yk =1013-2027,
k=0

2026

Y} k*=1013 (mod 4),

k=0

poniewaz dla k parzystych k?=0 (mod 4),adla k nieparzystych k2=1 (mod 4), a nieparzystych
k jest w rozpatrywanym zakresie 1013,

2026
Y 2027 =2027-2027.
k=0
Wowczas:
2026
) k=1013-2027=1-3=3 (mod 4),
k=0
2026
Y} K¥*=1013=1 (mod 4),
k=0
2026
) 2027=2027°=3*=9=1 (mod 4).
k=0
Zatem
=-142026-3+1=-14+2-3+1=-1+6+1=6=2 (mod 4).
Reszta wynosi 2.

13. Dla liczby catkowitej n oznaczmy liczbe n? + 3n + 4 przez L(n). Wéwczas:

(@) ...TAK... L(n) jest liczba parzysta dla kazdego n € Z;
(b) ...NIE... L(n) jest podzielne przez 3 dla pewnego n € Z;
(c) ...TAK... L(n) jest liczba pierwsza dla pewnego n € Z.



14.

Wyjasnienie:
...TAK... L(n) jest liczba parzysta dla kazdego n € Z;

Istotnie, zachodzi r6wnos$¢é
Ln)=n’+3n+4=n(n+3)+4.

Wtedy albo n lub n + 3 jest liczba parzysta, wigc ich iloczyn n(n + 3) jest zawsze parzysty. Zatem
rOwniez n(n + 3) + 4 jest liczba parzysta.

...NIE... L(n) jest podzielne przez 3 dla pewnego n € Z;

Istotnie, mozemy zapisac
Ln)=n*+1+3(n+1).

Poniewaz 3(n + 1) jest podzielne przez 3, to L(n) jest podzielne przez 3 tylko wtedy, gdy n? + 1 jest
podzielne przez 3. Zauwazmy, ze wyrazenie n? + 1 nigdy nie jest podzielne przez trzy. Istnieja trzy
mozliwosci n =3k lub n=3k+1lub n =3k + 2 dla pewnego k catkowitego.

1. Gdy n =3k, to n® +1 =9k? + 1 ma reszte 1 z dzielenia przez 3.

2. Gdyn=3k+1,to n®>+1=(3k+1)?+1=9k?+6k+2=3(3k?+ 2k) + 2 ma reszte 2 z dzielenia
przez 3.

3. Gdy n=3k+2,to n®+1= (3k+2)?+1=9k*+12k+5 = 3(3k*+4k+1)+2 mareszte 2 z dzielenia
przez 3.
Zatem liczba n® + 1 nie jest podzielna przez 3, stad réwniez L(n) nie jest podzielna przez 3 dla
kazdego ne€ Z.
...TAK... L(n) jest liczbg pierwsza dla pewnego n € Z.
Poniewaz L(n) jest parzyste. Jedyna liczbg pierwsza parzysta jest 2. Zatem musimy rozwigzaé row-
nianie
n*+3n+4=2.
Wtedy otrzymujemy L(-1) = L(-2) = 2.
W tréjkacie prostokatnym AABC o przeciwprostokatnej BC, dwusieczna CD dzieli bok AB na
odcinki o dtugosciach |AD| = 1,|BD| = 2. Woéwczas:
(@ ..NIE...|CD|=3;
1
(b) ..TAK... sin(<ABC) = >
(c) ...TAK... odleglos¢ D od boku BC jest r6wna 1.
Wyjasnienie:
..NIE... |CD| = V/3;
Korzystajac z twierdzenia o dwusiecznej, wiemy, ze | BC| = 2-|AC|. Wéwczas z twierdzenia Pitago-

rasa wynika, ze |AC| = v/3i|CD| = 2.
1

...TAK... sin(<ABC) = X

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, znajdujemy, ze | BC| = 2v/3 i sin(£ ABC) = % =1

5
...TAK... odlegtos¢ D od boku BC jest réwna 1.

Oznaczmy przez E rzut prostokatny punktu D na bok BC. Wtedy sin(£DBE) = sin(£ABC) = %,
za$ |DB| =2. Czyli |IDE| = 1.
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15. Niech (a,) bedzie nieskoniczonym ciaggiem geometrycznym o wyrazach réznych od zera, dla kt6-
rego oznaczamy 1 1 1
Spn=aqy+ar+...+a, oraz T,=—+—+...+—,
a) ar an

przy czym zakltadamy, ze S, # 01 T}, # 0 dla kazdego n. Wtedy:

(@) ...TAK... istnieje ciag (a,) taki, ze S, = T), dla kazdego n naturalnego;

(b) ...TAK... dla nieparzystych n sumy S, i T}, majg ten sam znak;

S2026

(c) ..NIE... jezeli a, jest ciagiem liczb catkowitych, to jest kwadratem liczby naturalne;j.

2026
Wyjasnienie:

...TAK... istnieje ciag (a,) taki, ze S, = T, dla kazdego n naturalnego;

Wystarczy polozy¢ a, =1dlaneN.

...TAK... dla nieparzystych n sumy S, i T,, maja ten sam znak;

Poniewaz ciag a, jest geometryczny, to ay = a, - ¢°~! dla kazdego k naturalnego. Wtedy

1 1 1
a2q" T, = a? "‘1-(—+—+---+—)
ay ar an

1 1 1
= a%q”_l.(_+_+...+—_)
_ n-1 n-2 _
=aiq +qq "+-+ar =Sy
Stad otrzymujemy wzor!
Sn _ 2 n-1

*) —=ayq" .

Jezeli n jest liczba nieparzysta, to n = 2k + 1 dla pewnego k naturalnego, stad zatem afq"‘l =

af q** = (a1 qk)2 jest liczba dodatnig (nie moze by¢ réwne zero, bo ciag a,, jest niezerowy ). Zatem

S, i T, maja ten sam znak.

S
...NIE... jezeli a,, jest ciagiem liczb catkowitych, to TZOZG jest kwadratem liczby naturalne;j.
2026
S
Ze wzoru (%) otrzymujemy, ze # = a?¢°"?>. Zas wyrazenie aj q** zazwyczajq nie jest kwadra-
2026

tem liczby naturalnej, dla przykladu dla a; =2 i g = —1 otrzymujemy a?g***® < 0.

16. Dany jest trojkat AABC o bokach |AB| =3, |BC| =4, |CA| =5 ipunkt X w jego wnetrzu. Wtedy:

(a) ...TAK... istnieje doktadnie jeden punkt X, dla ktérego stosunek pol Paapx : Papcx : Pacax
wynosi3:4:5;

(b) ...NIE... jesli odlegloSci punktu X od bokéw sg liczbami wymiernymi, to jego odlegtosci od
wierzchotkéw réwniez sg liczbami wymiernymi;

(c) ...TAK...jesli odlegltosci punktu X od wierzchotkéw sg liczbami wymiernymi, to jego odlegto-
$ci od bokéw réwniez sg liczbami wymiernymi.
Wyjasnienie:
...TAK... istnieje doktadnie jeden punkt X, dla ktérego stosunek p6l Pa apx : Papcx : Pacax wynosi
3:4:5;

1
1Wzér ten mogliémy réwniez otrzymaé zauwazajac, ze ciag — dla k = 1,2,3, ... jest geometryczny, a nastepnie korzystajac
ag

Ze wzoru na sume czesciowq ciggu geometrycznego zaréwno dla S, i Tj,.

11



17.

18.

Oznaczmy przez x, y, z odlegtoSci punktu P kolejno od bokéw AB, BC i CA. Wéwczas

3x 4y 5z

P =) P = P =
AABP 2 ABCP 2 ACAP 2

Zatem aby Paapp : Papcp : Pacap =3:4:5, musi zachodzi¢ x = y = z, wiec punkt P jest Srodkiem
okregu wpisanego w AABC.

...NIE... jesli odlegtosci punktu X od bokéw sg liczbami wymiernymi, to jego odlegtosci od wierz-
chotkéw réwniez sg liczbami wymiernymi;

Rozwazmy Srodek cigzkosci S trojkata ABC, oznaczmy przez S,, Sp, S¢ jego rzuty prostokatne ko-
lejno naboki BC,CA, AB, przez D §rodek odcinka BC, a przez Dy, jego rzut prostokatny na odcinek
CA. Jako ze srodkowe w dowolnym tréjkacie przecinajq sie w stosunku 2:1, od wierzchoftka liczac,
z twierdzenia Talesa wynika, ze |SS;| =11 |SS.| = %. Papca= %-PAABC =3,wiec |DDy| = g iznowu
z twierdzenia Talesa, |SSy| = %. Zatem odlegtosci punktu P = S od bokéw sg liczbami wymiernymi.
Natomiast |[SA| = %\/ﬁ

...TAK... jesli odlegtosci punktu X od wierzchotkéw sg liczbami wymiernymi, to jego odlegtosci od
bokéw réwniez sg liczbami wymiernymi.

Oznaczmy przez x, y, z— odlegtosci punktu P kolejno od bokéw AB, BCi CA, a odleglto$ci od wierz-
chotkéw: |PA| = u,|PB| = v,|PC| = w. Wéwczas z twierdzenia Pitagorasa mamy

W =x*+@B-p*=x*+9-6y+y X¥*+y* =17

czyliy = W € Q. Podobnie,

w® = y* + (4 - x)% = y* +16 - 8x + x* i znowu x* + y* = 1%,

wiec x = % € Q. Jako, ze x i y sg liczbami wymiernymi, to pola tréjkatow AABP i ABCP sg

wymierne. Zatem pole tréjkata ACAP tez jest liczbg wymierna, a z tego wynika, ze z € .

Istnieje kwadrat liczby naturalnej, ktéry zakoniczony jest (w systemie dziesietnym):
(@) ...TAK... dwoma cyframi 4;
(b) ...TAK... trzema cyframi 4;
(c) ...NIE... czterama cyframi 4.
Wyjasnienie:
...TAK... dwoma cyframi 4;
Taka liczba jest np. 122 = 144
...TAK... trzema cyframi 4;
Taka liczba jest np. 38% = 1444,
...NIE... czterama cyframi 4.
Zal6zmy, ze istnieje liczba n zakoriczona czterema cyframi, tzn. n? = 4444 (mod 10000). Stad n? =
4444 (mod 16) bo 16 dzieli 10000. Biorac teraz 4444 modulo 16 dostajemy
n*=12 (mod 16).

Teraz wystarczy sprawdzié, ze takie n nie istnieje. W tym celu podstawiamy za n liczby 0, 1,...,15.

Miesigc nazwiemy sprytnym, gdy jego trzynastym dniem jest piatek. Wowczas:

12



19.

(@) ...NIE... istnieje rok, w ktérym nie ma sprytnych miesiecy;

(b) ...TAK... istnieje rok z doktadnie dwoma sprytnymi miesigcami;

(c) ...NIE... istnieje rok z czterema (lub wiecej) sprytnymi miesigcami.
Wyjasnienie:
Przypiszmy kazdemu dniowi tygodnia reszte z dzielenia przez 7 w nastepujacy sposob: niedzie-
la — 0, poniedziatek — 1,..., sobota — 6. Przez n oznaczmy reszte przypisang dniowi tygodnia,

ktéry wypada 13. stycznia i zrébmy tabele dni tygodnia, ktére sg w trzynastych dniach miesigca.
Rozwazmy dwa przypadki:

(@) Rok zwykty

Styczen n Lutyn+3 Marzec n+3  Kwiecieh n+5
Majn+1 Czerwiec n+4 Lipiecn+6 Sierpien n +2
Wrzesien n+5 Pazdziernik n  Listopad n+3 Grudzien n+5

(b) Rok przestepny

Styczen n Luty n+3 Marzec n+4  Kwiecien n+6
Majn+2 Czerwiec n+5 Lipiec n Sierpien n+3
Wrzesien n+6 Pazdziernik n+1 Listopad n+4 Grudzienn+6

W obu przypadkach widzimy, ze kazdy z dni tygodnia pojawia si¢ co najmniej raz w danym roku i
nie wiecej niz 3 razy oraz, ze niektére dni powtarzaja sie¢ doktadnie 2 razy. Jako ze n mozna wybrac
dowolnie, to w szczego6lnosci w taki sposob, zeby pigtek pojawiat sie dwukrotnie.

Przez 1(n) oznaczamy liczbe dodatnich dzielnikéw liczby n. Na przyklad 7(6) = 4, 7(11) = 2 itd.
7((n+1))

7(n!)

(a) ...TAK... istnieje nieskonczenie wiele n € N, dla ktérych a,, = 2;

Przez a, oznaczamy liczbe .Naprzyklad a; =2, a, = 2. Wéwczas:

(b) ...TAK... istnieje nieskoniczenie wiele n € N, dla ktérych a,, < 2;

3
(c) ..NIE... ann = Ealo.

Wyjasnienie:
W tym zadaniu przyda nam si¢ wiedza z rozdziatéw 2 i 4 ksigzki , Algebra i teoria liczb” autorstwa
Adama Neugebauera.

...TAK... istnieje nieskoniczenie wiele n € N, dla ktérych a,, = 2;

Jesli n+1 € P, to kazdy dzielnik liczby (n+1)! jest postaci d lub (n+1)d, gdzie d|n!. Liczb tych dwu
postaci jest tyle samo, wiec a,, = 2.

...TAK... istnieje nieskoriczenie wiele n € N, dla ktérych a,, < 2;

Oznaczmy przez v, (x) najwyzsza potege liczby 2 dzielaca x € N (wyktadnik 2-adyczny). Niech k >
3in=2F-1.Zauwazmy, ze

v+ 1) = () =214 +1=2F_1,

v = v (2F -1 =2F-1-k.

Wowczas

(@5 =1¥ N 1) = 2F 70, T(@F - D) = 7% Kyt () = 2F - k) T,

13



. ! . 2 2 2
gdzie x = J;;. Dla k > 3 mamy nier6wnos¢

_t((n+1y 2K
"Torm) 2k—k

<2.

3
...NIE... ann = 56110.
Na mocy punktu (a), ajp = 2. Rozt6zmy 12!i 11! na czynniki pierwsze.
12!=210.3%.52.7.11, 11! =283 .52.7.11

Wynika z tego, ze
7(12)=11-6-3-2-2, 7(11)=9-5-3-2-2.

Wobec tego a;; = %, czyli ap; # %alo.
. Ciag (ay) okreslony dla n > 2 dany jest wzorem:

_26-1 3-1  n-1
2341 3341 7 M3+

an

Wtedy:
(@) ...TAK... ciag (a;) jest malejacy;

2
(b) .. TAK... lim a, = —;
n—oo 3
(c) ...NIE... w postaci nieskracalnej licznik liczby a,, jest liczbg pierwsza dla kazdego n > 2.
Wyjasnienie:
...TAK... ciag (a,) jest malejacy;

Dla kazdego n > 2, a,, > 0 oraz
ans1 _ (n+1)°-1
a, (nm+1)3+1

wiec (ay) jest ciagiem malejacym.
2
..TAK... lim a,, = 5;

n—oo

Zauwazmy, ze zachodzi tozsamo§¢
m+1)?—(n+D+1=n+n+1.
Wynika z niej, ze

_ 21 nP-1_@-DE*+2+1) (- +n+l) _2(n°+n+])
C2341 T w341l 2+41)@22-2+1) T (m+1)(n2-n+1)  3nn+1)

an

Wobec tego lim a, = %
n—oo

...NIE... w postaci nieskracalnej licznik liczby a,, jest liczba pierwszq dla kazdego n > 2.

_ 2(n*+n+l)
Skoro a, = T302+n)

neN, ze n® + n+1 jest liczba ztozona i niepodzielna przez 3. Widzimy, Ze np.

to jako ze n® + n+ 1 jest wzglednie pierwsze z n? + n, wystarczy znalez¢ takie

91
ag=—,91=13-7.
135
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II. ZADANIA TEKSTOWE

Zadanie 1 (wersja kolorowa). W pudetko do gry , Tower" znajdujq si¢ trzy rodzaje klockéw prostopadto-
Sciennych:

* czerwone o wymiarach1x1x1,
e zielone o wymiarach1x1x2,
* niebieskie o wymiarach 1 x 1 x 3.

Gra polega na uktadaniu wiezy o ustalonej wysokosci h, poprzez ustawianie kolejnych klockéw na sobie.
Na ponizszym schemacie przedstawiliSmy wszystkie mozliwe wieze o wysokosSciach mniejszych niz4.

h:]. h:z h:3

Zaktadamy, ze dysponujemy nieograniczonq liczbag klockéw kazdego rodzaju. Niech Ty, oznacza liczbe
wszystkich mozliwych wiez o wysokosci h. Z powyzszego rysunku wynika, ze Ty = 1, T, = 2 oraz Tz = 4.
Pokaz, ze

a. Ti3 jest liczbg nieparzystq.
b. Ty, jest liczbq parzystq wtedy i tylko wtedy, gdy h daje reszte 2 lub 3 przy dzieleniu przez 4.

Rozwiqgzanie. Z treScizadana znamy juz 11, T, oraz T3. Wszystkie wieze wysokoSci & = 4 przestawiliSmy
na nastepujacym schemacie:

z ktérego wynika,ze T, = 7. Podobnie mozna sprawdzi¢, ze Ts = 13 i Tg = 24. W kazdym nastepnym
kroku liczba kolejnych wiez bedzie znaczaco rosta i proba wyznaczenia (wyrysowania) ich wszystkich
jest pozbawiona sensu. Zbadamy zachowanie tego ciagu.

W tym celu przyjrzyjmy sie¢ ponownie wszystkim wiezg wysokosci h = 4. Zauwazmy, Ze cztery pierw-
sze z narysowanych wiez koncza sie czerwonym klockiem, jest ich doktadnie tyle wiez, co wysokosci 3,
czyli T3. Nastepne dwie wieze koniczg sie zielonym klockiem, zatem jest ich tyle co wiez o wysokosci 2,
czyli T». Ostatnia wieza koniczy si¢ niebieskim klockiem, jest tylko jedna, czyli dokladnie jak liczba T;.
Stad wniosek, ze

Ty=T3+ T+ T;.

W podobny sposéb tatwo mozemy zauwazy¢, ze
Ts=Ty+ T3+ T, oraz Tg=T5+ Ty+ T5s.
Pokazemy, ze zachodzi zalezno$¢ rekurencyjna

*X) Tpi3=Tps2+ Ty +T, dla n>1.

15



W tym celu zauwazmy, ze dowolna wieza o wysokoS$ci n + 3 moze konczy¢ sie czerwonym, zielonym lub
niebieskim klockiem. Jezeli jest ona zakoniczona czerwonym klockiem, to pozostate klocki w tej wiezy
tworza wieze o wysokosci n + 2, takich wiez jest doktadnie T,,4,. Jezeli natomiast wieza konczy sie zie-
lonym klockiem, to pozostate klocki tworzg wieze o wysoko$ci n + 1, takich wiez jest doktadnie T},.
Ostatecznie wiez z niebieskim klockiem na szczycie jest T,. Zatem wszystkich wiez o wysokosci n + 3
jest T2 + Tpi1 + Ty, co pokazuje (x).

Wykorzystujac zalezno$¢ rekurencyjng (x) fatwo mozemy doliczy¢ sie, ze T13 = 1705. Stad T33 jest
liczbg nieparzysta. Chociaz niewatpliwie tatwiej byloby po prostu zastanowic si¢ nad sama parzysto$cig
kolejnych wyrazéw ciggu T},. Istotnie Ty = T3+ T» + T jest liczba nieparzysta, gdyz jest sumg dwoch liczb
parzystychijednej nieparzystej. Podobnie T5 jest nieparzyste, jako suma dwdéch liczb parzystych i jednej
nieparzystej. W ten spos6b latwo mozemy otrzymac nastepujaca tabele:

h |1 ]2|3| 4|5 |6][7]8]9|10]11]|12]13
parzystos¢ T, | NP | P[P [NP [NP [P [P |[NP [NP| P | P [ NP | NP’

co pokazuje nieparzysto$c Tis.
W dowodzie podpunktu b. wykorzystamy rozumowanie z cze$ci a. Rozwazmy ciag trojek

tn = (Tu(mo0d2), Tps1(mod2), Tyia(mod2)),

gdzie T, (mod2) oznacza wzigcie reszty z dzielenia T, przez 2. Ze wzoru rekurencyjnego (x) zachodzi
zaleznos$¢

tns1 = (Tne1 (M0d2), Tyip(Mod2), Tyep(mod2)]

- (Tn+1(mod2), T,e2(m0d2), Tpyo(mod2) + T, q(mod2) + Tn(modZ)).

Zatem kazda tréjka t, jednoznacznie wyznacza kolejna tréjke t,+;. Odnotujmy, ze wszystkich mozli-
wych trojek jest 8 (kazdy element trojki mozemy wybrac na dwa sposoby 0 lub 1). Oznacza, to ze jakies
dwie tréjki musza sie powtorzyc¢, a wtedy wszystkie nastepne tréjki beda pojawialy sie okresowo. Z ra-
chunku wykonanego w cze$ci a. (tabelka) wynika, ze f; = 5. Zatem wszystkie tréjki beda sie powtarzaty
z okresem ré6wnym 4. Stad

wyrazy Ty+41 T, maja ta sama parzysto$¢ dla kazdego n > 1.

Poniewaz wsrod czterech pierwszych wyrazow tylko T» i T3 sq parzyste, to T, bedzie parzyste wtedy i
tylko wtedy, gdy n =4k + 2 lub n =4k + 3 dla pewnego k naturalnego, co pokazuje teze b. O

Zadanie 2. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuktym o bokach |AB| = a, |BC|=b, |CD|=c, |DA|=d
oraz<DAB = a, <BCD =Y. Zalézmy, ze w czworokaqt ten mozna wpisac okrag. Pokaz, ze pole S czworo-

kata ABCD wyraza sie wzorem n
S=Vabcd- sin(%) .

Rozwiqzanie. Skoro czworokat jest opisany na okregu to:
a+c=b+d. (1)
Podzielmy czworokat przekatna BD na dwa trojkaty: ABD i BCD. W tréjkacie ABD znamy boki

|AB| = a, |AD| = d oraz kat a miedzy nimi, wiec jego pole wynosi %ad sina. W trojkacie BCD mamy
boki |[BC| = b, |CD| = cikat y miedzy nimi, wiec jego pole to %bc siny. Zatem pole catego czworokata

1
S= 5(adsina+bcsin)/). ()
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Z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do boku BD w obu tréjkatach otrzymujemy

|BD|? = a* + d* - 2ad cosa, 3)

|BD|* = b* + ¢* — 2bccosy. (4)

Przyréwnujac prawe strony, dostajemy
a* +d* — b* — ¢* =2(ad cosa — bccosy). 5)

Rozwazmy teraz wyrazenie (ad sin a+bcsiny)?. Dodajmy do niego (ad cos a—bc cosy)? i przeksztalé-
my korzystajgc z tozsamoSci trygonometrycznych:

(adsina + bcsin)f)2 + (adcosa — bccosy)2

= a’d*sin® a + b*c?sin®y + 2abcd sinasiny
+a*d?cos® a + b*c? coszy —2abcdcosacosy

_ 2 32 s 2 2 2 202 2

=a“d"(sin” @ + cos” @) + b c“(sin“y + cos“y)
+2abcd(sinasiny — cosa cosy)

= a’d? + b*c* —2abcd cos(a + 7).

Stad
(adsina + besiny)? = a*d® + b*c* — 2abed cos(a +y) — (ad cosa — becosy)?. (6)

Z réwnania (5) mamy ad cosa — bccosy = M. Wstawiajac to do (6) otrzymujemy

2
a? + d? - b? - 2

(adsina + besiny)? = a®d® + b*c* — 2abed cos(a + ) — 5 . (7)

Teraz wykorzystamy warunek stycznosci (1). Pokazemy, ze

a? +d?*—b? - c?
2

=ad — bc. (8)
Z (1) wynika a — b = d — ¢. Oznaczmy te wspolng réznice przez k, czyli a = b+ k, d = ¢ + k. Wtedy

ad —bc=(b+k)(c+k)—bc=bc+bk+ck+k*—bc
=k(b+c+k)=k(a+o),
A+d®-b*-c% b+kP+c+kPZ-b>-c?
2 - 2
_ P +2bk+k*+c*+2ck+k*—b*—c* 2k(b+c) +2k*

2 2
=k(b+c+k)=k(a+o),

co dowodzi (8).

2
Podstawiamy (8) do (7) (wystepuje tam kwadrat, wiec mozemy zastapic (M) przez (ad —

bc)?):

(adsina + besiny)? = a?d* + b*c® — 2abced cos(a + ) — (ad — be)?

= a’d® + b*c* - 2abcd cos(a + ) — (a®d? — 2abcd + b*c?)
=2abcd(1-cos(a+7)).
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Poniewaz a + 7y = 2¢, wiec 1 — cos(2¢) = 2sin® ¢. Zatem

(adsina + besiny)® = 2abed - 2sin® ¢ = 4abcd sin® . 9)
Stad
adsina + bcsiny =2V abcd sing, (10)

gdzie wybieramy znak dodatni, poniewaz lewa strona jest dodatnia (katy «,y czworokata wypuklego
leza w przedziale (0, ), wiec ich sinusy sgq dodatnie; takze ¢ = (@ +y)/2 € (0,7) i sing > 0).
Wracajac do wzoru (2) na pole, otrzymujemy

1
S= E(adsina + besiny) = Vabed sing, (11)

co nalezato udowodnic. O
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