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LXVI MIEDZYSZKOLNE ZAWODY MATEMATYCZNE
Czas zawodow: 180 minut. Nie wolno korzysta¢ z urzadzen elektronicznych.
I. TEST

W kazdym zadaniu testowym podano zatozenia oraz trzy (niekoniecznie wykluczajace sie) warianty
tezy. Nalezy rozstrzygna¢ prawdziwos¢ kazdego z wariantéw, wpisujac stowo TAK lub NIE w miejscu
zaznaczonym kropkami.

Punktacja:
jeden punkt za kazdg poprawng odpowiedz, zero punktéw za brak odpowiedzi, minus jeden punkt za
odpowiedZ niepoprawng i jeden punkt dodatkowy za trzy poprawne odpowiedzi w jednym zadaniu.

Oznaczenia:

(1) N— zbiér liczb naturalnych; zaktadamy, ze 0 nie jest liczbg naturalna, czyliN = {1,2,3,...}
(2) Z — zbior liczb catkowitych
(3) n! — nsilnia, tzn. n!'=1-2-...-ndlan >1o0raz0'=1

1. Naulicy Matematycznej znajdujg sie cztery domy ponumerowane od lewej do prawej liczbami od
1 do 4. W domach tych mieszkajg osoby <7, %8, ¢ i 2. Kazda z nich ma inne zwierze sposréd «a, S,
Y i6. Wiadomo, Ze

(i) a mieszka w pierwszym domu;
(ii) zwierze fBiosoba &« mieszkajg w dwoch sasiednich domach;
(iii) zwierze y mieszka w ktéryms$ z domow po lewej stronie od domu osoby %3;
(iv) €6 mieszka w czwartym domu.

Wowczas:
(a) ...TAK... y nie mieszka w dwdch ostatnich domach;
(b) ...TAK... B jest zwierzeciem %;
(c) .. TAK... 2 i 6 mieszkajg w dwoch skrajnych domach.

2. Funkcja g:R — R dana jest wzorem g(x) = min{lx —2026/,|x+ 2026|}. Wowczas:
(@) ...TAK... istniejg doktadnie dwie wartosci x, dla ktérych g(x) =0,
(b) ...TAK... funkcja g jest funkcjg parzysta,

P . X . . .
(¢) ...NIE... réwnanie g(x) = > ma doktadnie trzy rozwiazania.

3. Oliczbach dodatnich x, y, z wiadomo, ze x(y — z) = 1i2x = y + z. Wynika stad, ze
(a) ..TAK... y > z;
(b) ..TAK... x> z;
(c) .. TAK... y > x.

4. Niech a = 18°. Wtedy:
(@) ..TAK...sin(2a) = 2sin(a) - cos(a);
(b) ..NIE... sin(3a) = cos(3a);
(c) .. TAK... sin(4a) = cos(a).
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5. Dane sg dodatnie liczby catkowite a i b. Jesli utamek % jest nieskracalny, to:

a+5b

(a) ...NIE... ulamek b tez jest nieskracalny,

a—+

3a+4b
(b) .. TAK... utamek ~2
2a+3b

a+b . )
5 tez jest nieskracalny.

tez jest nieskracalny,

(c) ...TAK... utamek

a+2
6. Dany jest AABC. Wowczas:
(@) ..TAK... AB+BC+CA=0;
(b) ...NIE... jesli AD, BE,CF s3 wysokoSciami, to E + B_E> + 53 = 6;
(c) ..TAK...jesli AS, BT, CU sa §rodkowymi, to AS+ BT +CU = 0.

7. Niech x, y, z beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Wtedy:

1 1 1
(@ ..NIE...jeSlix+y+z>3,t0o —+—+—-<3;
X y z

1 1 1
(b) ..TAK...jeSlix+y+z<3,to—+—+—-2>3;
X y z
() ..NIE...jedli|x—y|+|y—z|+|z—x| =23, tox+y+z > 3.

8. Oznaczmy przez f,,(x) rodzine funkcji kwadratowych postaci
fn@) =mx*-—Bm+4)x+m-5 dla m#0.
Wtedy:
(@) ..TAK... f;,(1) > fin+1(0) dlam < —g;

Ja(X) = fm(4)
4

(b) ...NIE... wyrazenie jest catkowite dla kazdego catkowitego x i parzystego m;

(c) ..NIE... f;;(x) ma dwa pierwiastki catkowite wtedy i tylko wtedy, gdy m = 1.

9. Dany jest czworokat ABCD. Oznaczmy przez E, F, G, H odpowiednio $§rodki odcinkéw AB, BC,
CD, DA. Wtedy:

(@) ...NIE... jesli czworokat EFGH jest kwadratem, to ABCD jest kwadratem;

(b) ...NIE... jesli czworokat EFGH jest prostokatem, to ABCD jest rombem;

(c) ...NIE... jesli czworokat EFGH jest rownoleglobokiem, to ABCD jest czworokatem wypu-
ktym.

10. Graniastostup prawidtowy czworokatny (prostopadtoScian o podstawie kwadratowej) rozcieto ptasz-
czyzna na dwa wielo$ciany, uzyskujac w przekroju czworokat. Wynika z tego, ze:

(@) ...NIE... kazdy z otrzymanych wieloScianéw ma co najmniej jedng Sciang kwadratowa;

(b) ...TAK... kazda $ciana kazdego z otrzymanych wielo$cianéw jest trojkatem, czworokatem lub
pieciokatem;

(c) ...NIE... w kazdym wierzchotku kazdego z otrzymanych wielo§cian6w schodzg sie doktadnie
trzy krawedzie.

11. Cyfry x i y sg cyframi liczby M = 512xy34 zapisanej w systemie dziesietnym. Wéwczas:
(@) ...NIE... istnieje doktadnie 10 par (x, y) takich cyfr, dla ktérych 9 dzieli liczbe M,
(b) ..TAK... istniejq takie cyfry x i y, dla ktérych 99 dzieli liczbe M,
(c) ...NIE... istnieja co najmniej dwie pary cyfr (x, y), dla ktérych 77 dzieli liczbe M.
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12. Na plaszczyznie danych jest 2026 prostych, sposréd ktérych k jest r6wnolegtych do osi OX, a po-
zostale sg rownolegle do osi OY. Oznaczmy przez S(k) liczbe obszaréw, na ktére te proste dzielg
plaszczyzne. Wowczas:

(a) ..TAK... 5(10) = §(2016),
(b) ...NIE... S(k) = k- (2026 — k) dla kazdego k=1,2,...,2025,
(c) .. TAK... suma S(0) + S(1) +...+ S(2026) daje reszte 2 z dzielenia przez 4.

13. Dla liczby catkowitej n oznaczmy liczbe n? + 3n + 4 przez L(n). Wéwczas:
(@) ..TAK... L(n) jestliczba parzysta dla kazdego n € Z;
(b) ...NIE... L(n) jest podzielne przez 3 dla pewnego n € Z;
(¢) ...TAK... L(n) jest liczbg pierwsza dla pewnego n € Z.
14. W trojkacie prostokatnym AABC o przeciwprostokatnej BC, dwusieczna CD dzieli bok AB na
odcinki o dtugosciach |AD| = 1,|BD| = 2. Wéwczas:
(@ ...NIE...|CD| = V3;
(b) ..TAK... sin(<ABC) = —;
(c) ...TAK... odleglos¢ D od boku BC jest réwna 1.

N |~

15. Niech (a,) bedzie nieskoriczonym ciagiem geometrycznym o wyrazach réznych od zera, dla kt6-
rego oznaczamy 1 1 1
Spn=aqy+ar+...+a, oraz T,=—+—+...+—,
a) as an

przy czym zakltadamy, ze S, # 01 T}, # 0 dla kazdego n. Wtedy:

(@) ...TAK... istnieje ciag (a,) taki, ze S, = T), dla kazdego n naturalnego;

(b) ...TAK... dla nieparzystych n sumy S, i T, majg ten sam znak;

52026

(c) ...NIE... jezeli a,, jest ciagiem liczb catkowitych, to jest kwadratem liczby naturalne;j.

2026
16. Dany jest trojkat AABC o bokach |AB| =3, |BC| =4, |CA| =5 ipunkt X w jego wnetrzu. Wtedy:

(@) ...TAK... istnieje doktadnie jeden punkt X, dla ktérego stosunek p6l Paapx : PaBcx : Pacax
wynosi3:4:5;

(b) ...NIE... jesli odleglosci punktu X od bokéw sg liczbami wymiernymi, to jego odlegtosci od
wierzchotkéw réwniez sg liczbami wymiernymi;

(c) ...TAK...jesli odlegtosci punktu X od wierzchotkéw sg liczbami wymiernymi, to jego odleglo-
$ci od bokéw réwniez sg liczbami wymiernymi.
17. Istnieje kwadrat liczby naturalnej, ktory zakoriczony jest (w systemie dziesietnym):
(a) ..TAK... dwoma cyframi 4;
(b) ..TAK... trzema cyframi 4;

(c) ...NIE... czterama cyframi 4.

18. Miesigc nazwiemy sprytnym, gdy jego trzynastym dniem jest pigtek. Woéwczas:
(@) ...NIE... istnieje rok, w ktérym nie ma sprytnych miesiecy;
(b) ...TAK... istnieje rok z doktadnie dwoma sprytnymi miesigcami;

(c) ...NIE... istnieje rok z czterema (lub wiecej) sprytnymi miesigcami.
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19. Przez t(n) oznaczamy liczbe dodatnich dzielnikéw liczby n. Na przykltad 7(6) = 4, 7(11) = 2 itd.
7((n+1))

7(n!)

(@) ...TAK... istnieje nieskonczenie wiele n € N, dla ktérych a, = 2;

Przez a, oznaczamy liczbe .Naprzyklad a; =2, a, = 2. Wéwczas:

(b) ...TAK... istnieje nieskonczenie wiele n € N, dla ktérych a,, < 2;
3
(c) ...NIE... ann = Ealo.
20. Ciag (ay,) okres$lony dla n > 2 dany jest wzorem:

221 3-1  nP-1
C2341 B+1 7T 341

ap
Wtedy:
(@) ...TAK... ciag (a;) jest malejacy;
2
(b) .. TAK... lim a, = 5;

n—oo

(c¢) ...NIE... w postaci nieskracalnej licznik liczby a,, jest liczba pierwsza dla kazdego n > 2.
1. ZADANIA TEKSTOWE

Zadanie 1 (wersja kolorowa). W pudetko do gry , Tower" znajdujq sie trzy rodzaje klockow prostopadto-
Sciennych:

* czerwone o wymiarach1x1x1,
e zielone o wymiarach1x1x2,
* niebieskie o wymiarach 1 x 1 x 3.

Gra polega na uktadaniu wiezy o ustalonej wysokosci h, poprzez ustawianie kolejnych klockéw na sobie.
Na ponizszym schemacie przedstawiliSmy wszystkie mozliwe wieze o wysokosciach mniejszych niz 4.

- 10 DE0

Zaktadamy, zZe dysponujemy nieograniczonq liczbq klockéw kazdego rodzaju. Niech Ty oznacza liczbe
wszystkich mozliwych wiez o wysokosci h. Z powyzszego rysunku wynika, ze Ty = 1, T, = 2 oraz T3 = 4.
Pokaz, ze

2

a. Tis jest liczbg nieparzystq.
b. Ty, jest liczbq parzystq wtedy i tylko wtedy, gdy h daje reszte 2 lub 3 przy dzieleniu przez 4.

Rozwiqzanie. Z treScizadana znamy juz Ty, T» oraz T3. Wszystkie wieze wysokoSci i = 4 przestawiliSmy
na nastepujacym schemacie:
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T

z ktorego wynika,ze T, = 7. Podobnie mozna sprawdzi¢, ze T5 = 13 i T = 24. W kazdym nastepnym
kroku liczba kolejnych wiez bedzie znaczaco rosta i proba wyznaczenia (wyrysowania) ich wszystkich
jest pozbawiona sensu. Zbadamy zachowanie tego ciagu.

W tym celu przyjrzyjmy sie ponownie wszystkim wieza wysoko§ci h = 4. Zauwazmy, Ze cztery pierw-
sze z narysowanych wiez konczg si¢ czerwonym klockiem, jest ich doktadnie tyle wiez, co wysokoSci 3,
czyli T3. Nastepne dwie wieze koniczg sie zielonym klockiem, zatem jest ich tyle co wiez o wysokoSci 2,
czyli T>. Ostatnia wieza konczy si¢ niebieskim klockiem, jest tylko jedna, czyli dokladnie jak liczba Tj.
Stad wniosek, ze

Ty=T3+ 1>+ 1.

W podobny sposéb tatwo mozemy zauwazyc, ze

Ts=Ty4+ T3+ T, oraz Tg=T5+ Ty+ T5s.
Pokazemy, ze zachodzi zalezno$c¢ rekurencyjna

(x) Thz=Tpio+Tp1+T, dla n>1.

W tym celu zauwazmy, ze dowolna wieza o wysokoS$ci n + 3 moze konczy¢ sie czerwonym, zielonym lub
niebieskim klockiem. Jezeli jest ona zakoniczona czerwonym klockiem, to pozostale klocki w tej wiezy
tworza wieze o wysokosci n + 2, takich wiez jest doktadnie T,4,. Jezeli natomiast wieza konczy sie zie-
lonym klockiem, to pozostate klocki tworza wieze o wysoko$ci n + 1, takich wiez jest doktadnie T},.
Ostatecznie wiez z niebieskim klockiem na szczycie jest T,. Zatem wszystkich wiez o wysokosci n + 3
jest T2 + Tpi1 + Ty, co pokazuje (x).

Wykorzystujac zalezno$¢ rekurencyjng (%) fatwo mozemy doliczy¢ sie, ze T3 = 1705. Stad Ti3 jest
liczbag nieparzysta. Chociaz niewatpliwie tatwiej byloby po prostu zastanowic si¢ nad sama parzysto$cig
kolejnych wyrazéw ciagu T, Istotnie T, = T3+ 1> + T jest liczba nieparzysta, gdyz jest suma dwoch liczb
parzystychijednej nieparzystej. Podobnie T5 jest nieparzyste, jako suma dwdéch liczb parzystych i jednej
nieparzystej. W ten spos6b latwo mozemy otrzymac nastepujaca tabele:

h |1 ]2|3| 4|5 |6][7]8]9]|10][11]|12]13
parzystos¢ T, | NP | P[P [NP [NP [P [P [NP [NP| P | P [ NP | NP’

co pokazuje nieparzysto$¢ Tis.
W dowodzie podpunktu b. wykorzystamy rozumowanie z czesci a. Rozwazmy ciag tréjek

[RE (Tn(modZ), Tn+1(mod?2), Tn+2(m0d2)),

gdzie T, (mod2) oznacza wzigcie reszty z dzielenia T), przez 2. Ze wzoru rekurencyjnego (x) zachodzi
zaleznos$¢

tus1 = (Tns1 (0d2), Tyip(Mod2), Tyep(mod2)]

- (Tn+1(mod2), T,e2(m0d2), Tpyo(mod2) + T,y q(mod2) + Tn(modZ)).

Zatem kazda tréjka ¢, jednoznacznie wyznacza kolejna tréjke t,+1. Odnotujmy, ze wszystkich mozli-
wych tréjek jest 8 (kazdy element trojki mozemy wybrac na dwa sposoby 0 lub 1). Oznacza, to ze jakie$
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dwie tréjki musza si¢ powtorzyc¢, a wtedy wszystkie nastepne tréjki bedg pojawialy sie okresowo. Z ra-
chunku wykonanego w czesci a. (tabelka) wynika, ze #; = 5. Zatem wszystkie tréjki bedq sie powtarzaty
z okresem réwnym 4. Stad

wyrazy Ty+4 1 T, maja tg sama parzysto$¢ dla kazdego n > 1.
Poniewaz wsréd czterech pierwszych wyrazéw tylko T, i T3 sg parzyste, to T, bedzie parzyste wtedy i

tylko wtedy, gdy n =4k + 2 lub n = 4k + 3 dla pewnego k naturalnego, co pokazuje teze b. O

Zadanie 2. Niech ABCD bedzie czworokqtem wypuktym o bokach |AB| = a, |BC|=b,|CD|=c, |DA|=d
oraz<DAB = a, <BCD =Y. Zatéimy, Ze w czworokqt ten mozna wpisac¢ okrag. Pokaz, Ze pole S czworo-

kata ABCD wyraZza sie wzorem a+
S=Vabcd -sin (TY) .

Rozwiqgzanie. Skoro czworokat jest opisany na okregu to:
at+c=b+d. (1)

Podzielmy czworokat przekatna BD na dwa trojkaty: ABD i BCD. W tréjkacie ABD znamy boki
|AB| = a, |AD| = d oraz kat @ miedzy nimi, wiec jego pole wynosi %ad sina. W tréjkacie BCD mamy
boki [BC| = b, |CD| = cikat y miedzy nimi, wiec jego pole to %bc siny. Zatem pole catego czworokata

1
S= E(ad sina + besiny). 2)

Z twierdzenia cosinus6w zastosowanego do boku BD w obu tréjkatach otrzymujemy

|BD|? = a* + d* —2ad cosa, 3)
|BD|? = b* + ¢* — 2bccosy. (4)

Przyréwnujac prawe strony, dostajemy
a’ +d? — b* — ¢* =2(ad cosa — bccosy). (5)

Rozwazmy teraz wyrazenie (ad sin a+bcsiny)?. Dodajmy do niego (ad cos a—bc cosy)? i przeksztalé-
my korzystajgc z tozsamoSci trygonometrycznych:

(adsina + bcsin)/)2 + (adcosa — bccosy)2

= a?d*sin® a + b*c?siny + 2abcd sinasiny
+a*d?cos® a + b*c? cos’y — 2abcd cosacosy

= a’d*(sin® a + cos® @) + b*c?(sin’y + cos®y)
+2abcd(sinasiny — cosa cosy)

= a’d® + b*c* — 2abcd cos(a + ).

Stad
(adsina + besiny)® = a*d® + b*c* — 2abced cos(a +y) — (ad cos a — becosy)?. (6)

@ +d*~ b
P

Z réwnania (5) mamy ad cosa — bccosy = - Wstawiajac to do (6) otrzymujemy

20 42— p2— 2 2
(adsina + besiny)? = a?d® + b*c* — 2abed cos(a +y) — ar 5 . (7)

Teraz wykorzystamy warunek stycznosci (1). Pokazemy, ze

a?+d? - b? - 2

5 =ad - bc. (8)
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Z (1) wynika a — b = d — c¢. Oznaczmy te wspdlng réznice przez k, czylia= b+ k, d = c + k. Wtedy

ad—bc=(b+k)(c+k)—bc=bc+Dbk+ck+k*-bc
=k(b+c+k)=k(a+c),
a+d*-b>-c* b+k>+(c+k?-b>-c?
2 - 2
_ PP +2bk+k*+c*+2ck+ k> —b*—c*  2k(b+c) +2k*

2 2
=kb+c+k)=k(a+c),

co dowodzi (8). ,
Podstawiamy (8) do (7) (wystepuje tam kwadrat, wiec mozemy zastapic ( przez (ad —

bc)?):

a+d*-b*>-c?
2

(adsina + besiny)® = a®d® + b*c® — 2abed cos(a +y) — (ad — be)?
= a’d? + b*c* - 2abced cos(a + Y) — (@*d? -2abcd + b*c?)
=2abcd(1-cos(a+7)).

Poniewaz a + 7y = 2¢, wiec 1 — cos(2¢) = 2sin® ¢. Zatem

(adsina + besiny)? = 2abed - 2sin® ¢ = 4abed sin® . 9)
Stad
adsina + bcsiny =2V abcd sing, (10)

gdzie wybieramy znak dodatni, poniewaz lewa strona jest dodatnia (katy @,y czworokata wypuklego
leza w przedziale (0, ), wiec ich sinusy sg dodatnie; takze ¢ = (@ +7y)/2 € (0,7) i sing > 0).
Wracajac do wzoru (2) na pole, otrzymujemy

1
S= E(adsina + besiny) = Vabed sing, (11)

co nalezalo udowodnic. O



